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Woord vooraf 


In deze zevende druk van Uitwerkingen en extra, praktijkgerichte vraagstukken bij 
het leerboek Wiskunde voor het hoger onderwijs, deel 1 zijn — zoals gewoonlijk — 
praktisch alle uitwerkingen van de opdrachten en vraagstukken opgenomen. 
Waar geen uitwerking is opgenomen is dit vermeld (geen uitwerking), is slechts 
het antwoord gegeven (veelal in de toetsen na leereenheden en in de eindtoets 
van een hoofdstuk), of wordt verwezen naar de begeleidende cd-rom (die ter 
beschikking staat van de docenten). 


Net als in de vorige druk zijn alle uitwerkingen die met computeralgebra en 
spreadsheetprogramma’s gemaakt moeten worden door de uitgever beschik- 
baar gesteld voor de docent en via deze dus ook voor de studenten; zie hier- 
voor www.wiskundevoorhetho.wolters.nl. 


In hoofdstuk 5 staan weer een groot aantal praktijkgerichte vraagstukken waar- 
van de uitwerkingen (met computeralgebra en/of een spreadsheetprogramma) 
niet in dit boek, maar wel op de site staan. Hoe met deze verzameling vraag- 
stukken omgegaan kan worden, wordt toegelicht in de inleiding van het be- 
treffende hoofdstuk. 


De auteurs houden zich aanbevolen voor het ontvangen van op- en aanmer- 
kingen en suggesties van gebruikers ter verbetering van de inhoud. 
We hopen dat ook deze druk zijn weg zal vinden in het wiskundeonderwijs. 


De auteurs, 
najaar 2005 


Studiewijzer 


Beste student(e), 


Een boek vol met uitwerkingen! Dat lijkt erg handig, maar je moet er wel ver- 
standig mee omgaan. Wij denken dat dat het beste als volgt kan. 

Ga ervan uit dat je het meeste leert door zelf de opdrachten en vraagstukken 
uit het boek te maken. Van de fouten die je daarbij maakt, leer je veel over de 
stof en over jezelf. Maak die fouten dan ook eerst en bekijk daarna pas de uit- 
werkingen. Lees dus nooit de uitwerkingen van tevoren door, want dan leer 
je zelf niet genoeg. De uitwerkingen in dit boek zijn slechts een onderdeel van 
de aanpak voor het oplossen van een vraagstuk. 


Bij het oplossen van ingewikkelde vraagstukken moet meer gebeuren dan in 
het uitwerkingenboek staat. Je zult altijd eerst moeten nagaan wat er precies 
gevraagd wordt en wat de gegevens in het vraagstuk zijn. Het gevraagde zul je 
daarna vaak in verband moeten brengen met de gegevens, door gebruik te ma- 
ken van de in het hoofdstuk behandelde begrippen en definities. De uitwer- 
kingen in dit boek zijn slechts het zichtbare deel van de omgekeerde oplos- 
singsroute: de weg van de gegevens naar het gevraagde. Het denkwerk vooraf 
(van het gevraagde naar de gegevens) staat er niet altijd bij, maar dat moet je 
wel altijd eerst uitvoeren. 


Na afloop van je berekening of oplossing moet je ook altijd bekijken: 
e of de antwoorden ‘ergens op lijken’; 

e of de uitkomst de orde van grootte heeft die je verwachtte; 

e of het antwoord nog vereenvoudigd kan worden; 

e of het antwoord klopt met dingen die je al wist; 

* enzovoort. 


Als je vastgelopen bent of geen begin kunt maken met de oplossing, kijk dan 
even kort naar de uitwerking, waardoor je vaak al snel een idee Krijgt hoe je 
het vraagstuk moet aanpakken (hoe de oplossingsroute begint). Probeer het 
daarna weer zelf. Als je op deze manier, met vallen en opstaan, een vraagstuk 
hebt opgelost, gooi dan jouw uitwerking weg en probeer het nog eens hele- 
maal zelf. Als dat lukt, heb je echt iets geleerd! 

Een voordeel van deze aanpak is ook dat, als je iets uit de uitwerking niet be- 
grijpt, je je docent(e) of medestudent(e) precies kunt ‘aanwijzen’ wat je niet 
snapt. Je kunt daarna waarschijnlijk weer zelf verder. 


De voorbeelden uit het leerboek laten je zien hoe de aanpak van een vraag- 
stuk, de oplossingsroute en de uitwerkingen eruitzien. Bekijk die voorbeelden 
dus goed en ga bij elke stap na of je begrijpt waarom juist die stap gezet wordt. 
In het volgende schema staan de aanwijzingen voor het oplossen van vraag- 
stukken nog eens in het kort bij elkaar. 

Pak dit schema er overigens alleen bij als je een vraagstuk of berekening niet 
direct kunt oplossen. Als je door hebt hoe een vraagstuk moet worden aange- 
pakt, ga dan gewoon je eigen weg. 


Analyse 
(zelf doen) 


Oplossingsroute 
(zelf doen) 


Uitwerking 
(uitwerkingen- 
boek, ter con- 
trole) 

* Als het verband 


Terugblik 
(zelf doen) 


e Bekijk goed wat | Hoe kun je van- e Bekijk jouw op- 


er gevraagd 
wordt. 
Onderzoek 
daarna grondig 
wat er gegeven 
is. 

Welke formules 
en definities 
kun je gebrui- 
ken? 


Heb je al eerder 
zoiets berekend 


en opgelost? 
Heb je in de 
voorbeelden 
iets soortgelijks 
gezien? 

Bedenk wat het 
antwoord onge- 
veer moet zijn 
(schatting, welk 
soort formule 
wordt ge- 
vraagd, enzo- 
voort). 


uit het ge- 
vraagde terug- 
redeneren naar 
de gegevens? 
Welke behan- 
delde begrip- 
pen, definities 
en formules 
leggen verband 
tussen het ge- 
vraagde en de 
gegevens? 
Waar wijkt dit 
vraagstuk af 
van de voor- 
beelden in het 
boek? Wat is er 
anders, waar 
moet je speciaal 
op letten? 
Kom je er nu 
nog niet uit, 
kijk dan in het 
uitwerkingen- 
boek. 


tussen het ge- 
vraagde en de 
gegevens 
(bijna) duide- 
lijk is, probeer 
dan een uitwer- 
king op te 
schrijven. 

Loop je toch 
vast, omdat een 
schakeltje ont- 
breekt of omdat 
je rekenfouten 
hebt gemaakt, 
kijk dan nog 
even in het 
uitwerkingen- 
boek. 

Ga daarna weer 
zelfstandig 
door. 


lossing kritisch: 

- Klopt hij met de 
verwachtingen 
uit de analyse? 

- Klopt hij met de 
uitwerking in 
het uitwerkin- 
genboek? 

- Waar ben je 
vastgelopen? 

- Waarom ben je 
vastgelopen? 

* Maak het vraag- 
stuk nog een 
keer helemaal 
zelf. 

* Maak nog een 
vraagstuk van 
hetzelfde type 
en leg ergens 
vast dat je — 
voor het tenta- 

men — nog een 
van dit type 
moet gaan ma- 
ken. 


Nog enkele tips: 

l Van een aantal vraagstukken uit het boek (meestal de wat grotere computer- 
algebravraagstukken) staat de uitwerking niet in dit uitwerkingenboek, 
maar zie je een verwijzing naar digitale bestanden op internet. Hier vind je 
tevens de meeste andere uitwerkingen van de computeralgebra- 
vraagstukken en ook die van de extra vraagstukken uit hoofdstuk 5. 

De URL van de website is www.wiskundeho.wolters. 

2 De meest gebruikte computeralgebrapakketten in het hbo zijn Derive en 
Maple. Het pakket Mathematica wordt in veel mindere mate gebruikt. De 
uitwerkingen van de computeralgebravraagstukken in dit boek en op de 
site zijn óf in Derive óf in Maple gegeven, en slechts een enkele keer in 
Mathematica. Als de uitwerking niet gegeven is in het pakket dat jij ge- 
bruikt, dan nog kun je veel aan die uitwerking hebben. Om te beginnen is 
het antwoord gegeven. Ook zal de oplossingsroute in jouw pakket niet 
veel anders zijn. De gebruikte syntax zal slechts hier en daar wat afwijken. 
De benodigde syntax is altijd terug te vinden via de Help-functie van je 
pakket. 


Veel succes met je (wiskunde)studie! 
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Leereenheid 0.1 


Elementaire algebra 
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0.1.2 Merkwaardige producten, ontbinden in factoren 3 

0.1.3 Breuken, machten, staartdelingen, nogmaals ontbinden in factoren 6 
0.1.4 Gebroken vergelijkingen 11 

0.1.5 Oneigenlijke machten 13 

0.1.6 Vierkantsvergelijkingen 14 


Toetsleereenheid0.1 15 


Opdracht 1 _Inhoud cilindervormig blik met straal ren hoogte /1 is gelijk aan =r2/1. Na de 


afname is de straal (r — c) en de hoogte (lt — c). De nieuwe inhoud wordt dan: 
m(r— 0) (hc). 


Het verschil tussen oude en nieuwe inhoud bedraagt: mr? — m(r — C)?(I1—C). 
0.1.1 Verzamelingen van getallen en het symbool co 

Opdrachten 2 N=(0,1,2,3,4..}enZ*={(1, 2,3, 4...) 
Het is dus niet zo, dat elk getal uit N ook in Z* zit: het getal O zit wel in N, 
maar niet in Z*. 


3 _ De bewering is juist, ook gehele getallen zijn reële getallen. 


4 _De bewering is juist: getallen als 3, } enzovoort, zitten zowel in Q* als in RS. 


a 
5 _ Door [1] toete passen op DT p volgt a = p - O. Maar als a # 0 — en daar gaan 


we hier van uit —is er geen enkele p-waarde die aan a = p - 0 voldoet. 


a 
Conclusie: 5 (=p) is onmogelijk als a # 0. 


Vraagstukken 


Opdracht 


Vraagstukken 


0.1 a 


b 


0.2 a 


0.3 a 


b 


O0 
Uit ris p volgt met [1]: O = p - O. Maar dit is altijd waar en zegt dus niets 


0 
over p. p= 0 is dus onbepaald. 


Juist. 

Juist. 

Onjuist: R* samen met R- en het getal nul is gelijk aan R. 
Onjuist, zie eigenschap 3 en opdracht 6. 


x= XX tx=0 e X(XH1)=0; x= 0Oofxr= —1 
De bewering is dus onjuist; de oplossing is (1, O}. 


Juist. 

Onjuist. Het domein is: (& , -3] samen met [3, >). 

Onjuist. Het bedoelde bereik is R$. 

Juist. 

Onjuist. Het interval (a, a) is leeg; [a, a] bevat alleen het getal a. 


De bewering is niet waar. Omdat de waarde van x? + 1 alleen maar toeneemt 
voor x in [L, 4] is het bereik [12 + 1, 42 + 1] ofwel [2, 17]. 


De bewering is waar. Omdat de waarde van t* — 4 steeds afneemt op [-3, Ol 
en steeds weer toeneemt op (0, 4], splitsen we het domein op in twee deel- 
intervallen [-3, O] en (O, 4]. Op [-3, O] bereikt s= (2 — 4 de waarden 
-4=s=Senop (0, 4] de waarden —-4 <s = 12. Het bereik is dus [-4, 12]. 


De bewering is niet waar. Het bereik van vis [3, 9]. 


De bewering is juist. Omdat 16 — q? steeds toeneemt op [-1, O] en steeds af- 
neemt op (0, 2}, splitsen we het domein op in twee intervallen [—1, Ol en (O, 2]. 


Op [-1, O] is het bereik (Mis, /16} ofwel [/15, 4] en op (O, 2] is het bereik 
(/Ji2, /16) ofwel 11 4). Dus het bereik op het hele domein is (/12, 4]. 


0.1.2 Merkwaardige producten, ontbinden in factoren 


(u +8v)? = (regel 2) u? +2-u-8v+ (Bv) =u? + 16uv + 64v? 
(k— 2) (21 +k)=(k— 21) (k+ 21) = (regel 1) k2 — (21)? = k? — 4? 


x2— (2)? =x2 — 4? 
(3x)? — (29)? = 9x? — 4y? 
Toepassing van regel 2 geeft: 


B Di Ee (REE ae DO 
3 3 9 


0.1 Elementaire algebra 3 


d —(x*—4)=4- xt 
e p*-1 
f (a2+3)(a?-2)=a?-a?+a2.(-2)+3-42#+3-(-2)=at+a—6 


1 
a ptp tip" 


h (a+b)2—4c?=a? + 2ab + b?—4c? 


—(x2y?— y2) (xp? y2) ze (xy? ye typt 2x2y* + y*) 
=_xiyt 4 222 — yi 


j Toepassing van regel 2 geeft: 


en) | l l 
(« =5) (« + ;b) (ce 37) = (a —— p) (a: — 5) 
2 2 4 4 4 


Ne! s ss. | 
= (eieren ers DA 


0.4 a am + an — pm — pn = alm tn) — pon + n)= (ad —p) Un +11) 


4 0 Basiswiskunde 


1 iN 
h MP tZtgz BN +2+ 5) 


b x2—3x +2. Dit is typisch een geval voor regel 5. We zoeken dus twee getal- 


len (p en q) waarvan de som —3 en het product +2 is. Soms lukt het om twee 
zulke getallen te vinden, soms ook niet. (dan de abc-formule toepassen!). In 
dit geval lukt het: p en q zijn —1 respectievelijk —2. 

Resultaat: Xx? — 3X + 2=(X— 1) (X— 2). 


ec 25p? — 49° = (Sp)? — (74)? {regel 1) =(Sp +7q) (Sp — 74) 
d s2—10s+25=s2+2-(—5)- S+(-5)? = {regel 3} =(s — 5)? 
e 452-205 +25 =(25)?+2-25-(—5): S+(—5)? = {regel 3} =(2s — 5)? 


f xt 3X2H2=(X2)2— 3(X2) + 2 = [zoek twee getallen met som gelijk aan —3 en 


product gelijk aan +2} (Xx? — 1) (x? — 2) =(X+ 1) (x— 1) (x*— 2). 

Alternatief: vervang in (x2)? — 3(x2) + 2 de term (x?) door p. We krijgen dan 
p2—3p+2=(p-1) (p—2), Vervang ten slotte p weer door x? en we vinden 
het eindresultaat. 


g Xx} 3x? 3x 1=(x— 1) (regel 7, met a=x en D=} 


3X 


Het vereist wat oefening en ervaring om 2 te kunnen zien als 2 - 3x - Tr 
JX 


1 2 
Pas nu regel 2 toe. Resultaat: (ax + el 
X 


Neen 
ENE pl ADT pri) pezra)= epe; 4 


0.7 a 


0.8 


0.9 a 


(BX +)? — 32 = {regel 1} (BX +y + 3) (BX + y — 3) 

(a — 0)? — (30)? = (regel 1) {(a — 0) + 3c}- {la — 0) — Ich = (a + 2e) (a — 40. 
Juist. 

(a? +3) (a* —3) 

De machten van a, namelijk 8, 4 en O suggereren al dat het hier om een vorm 
in (a*) gaat: H(a®2 — 12(a*) + 9. 

Is regel 3 misschien toepasbaar? Zo ja, dan moeten we 4(a*)? lezen als (2a*)? 
en 9 als (—3)®. De middelste term 12a* is dan het zogenoemde ‘dubbele pro- 
duct’ van 2a* en —3. Dit klopt! 

Dus H(a*)?—12(at) +9 = (247)? +2. (24°) (—3) + (—3)? = (24 — 3). 

(a + b°) (a° —b) 

Direct valt op, dat er een factor a ‘buiten haken’ geplaatst kan worden: 

a*— ab? =a(a® —b®) {regel 4}. Dan volgt met regel 1: 

a*— ab? =a(a + b) (a —b). 


att —ab!'® =a(a!® — bl) =a(as + b5) (a° —b5) 


Dit vraagstuk is vergelijkbaar met b. Resultaat: 9a® — 15a* + 6,25 = 
(3a*) + 2- (3a®)- (—2,5) + (—2,5)? = (Za* — 2,5)2. 


XP 2XP +1 = (XP) — 27 +1 = (XP — 1)? 


(a + b)* — (C+ d)? = {regel 1} {(a + b) + (c + d)}- {(a + b) — (ct d)} 
=(a+bte+d) (at+b—e—d) 


Op ‘het verschil van twee kwadraten’ is regel 1 altijd toepasbaar! 
Resultaat: (3p? + Sp +3) (-p? —p +5) 


100,02 - 99,98 = (100 + 0,02) (100 — 0,02) = 100? — (0,02)? 
= 10 000 — 0,000 4 = 9 999,999 6 


2 500—4=2 496 
0,04 — 0,000 OO1 = 0,039 999 


De toename bedraagt: 
L+d)*—L*=L*+3L2d+3Ld? +d— LS =3L2d + 3Ld? + d3 


Het verschil kan met de theorie van merkwaardige producten herleid worden 
tot: 

Zarh + Zar? —(2mlr—-o)h+2m(r—0)2) = 

Zarh + Zar? —(2nrh-—2nch+2n(r2—2re + Ce?) = 

2arh + Zar? —(2mrh-—2mch+2nr2—4nre + 2m?) = 

2arh+ Zar? —2nrh+2mch-—2nr?+4nre- 2e? =2mch+Anre- 2e? 
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b 


Opdrachten 8 


Vraagstuk 0.10 a 


Opdrachten 10 


u 
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mrêh— mr) (h-0)=mr2h- (lr? 2e + Cc) (h-0)= 
mr2h— m(hr2—er?—2chr + 2e2r+ Che) = 

mhr? —nhr2+amer? + 2mchr-2mec2r-meh+anet= 
mes nch 2ne2r + 2nchr+ mer? 


0.1.3 Breuken, machten, staartdelingen, nogmaals ontbinden in factoren 
Dit lukt niet; je mag p nu niet wegstrepen. 


De nieuwe, gezamenlijke, noemer wordt (x — 1) (x — 2): 


2 X x(x-—1) (x— 2) 2(x-—2) x(x— 1) 
; = dE $ 
X-l X-2 (x-I)(x-2) (x—-I)(x-—-2) (x— 1) (x-—2) 
XXI) (XA -—2) + 2-2) xx 1) 


(x— 1) (Xx — 2) 
ke an 
5 x= 1) (—2) 
dr Sd 
d (x—1) (x-2) 
a 
ed VE 
VI 
2(a— 1) 2(a +1) -4 / 4 
(a+ 1) (a — 1) eener 
2 2(a +1) _ —2a ( 2a ) 
(a+D(a-l) (a+D(a-D) a2-1\ 1—a? 


2(a2 +1) — 24? — 1) 4 
(a2 +1) (a2-1) at -1 


x(x— 1) X XXX X(X-2) 


wal TR x= 1 


X-3/XSHO- MLO A 2IN HX HO 


X3— 3X2 
3x2+0-x 
3x2— 9x 
Cr 
9x-27 
(0) 


f=x-1) (+2) (X-3) =(X-1) (2 —3X+2X— 6) =(X-—1) (22 —X-— 6) 
=Xi XL OXX AKO rd- 22 Sx+6 


12 Door invullen van x= 1 zien we dat x= 1 een nulpunt is; x — 1 is dus een fac- 
tor. 


NT IAKS HSN ISX INKEER 7 


NK 
6x — 13x 
6x? — 6x 
-7X+7 
IX +7 
O0 


Omdat Xx? + 6x —7 =(X-— 1) (Xx +7), is XÌ + SX2 — 13X +7 = (X— UX + 7). 


p'a p?a 


Vraagstukken 0.11 a pb ie 


3a(b +c)* a 
12a(b +0! 4b+c) 


25 
ce —t 5; de kgv(p, q) = pq, dus de nieuwe noemer van de breuken wordt pg. 
Pp 4d 


2,3 24,3 +20 
Pb q pq pq Pd 


Xty 1 ES ! - 3 
d TA 7 ‚de kgv(y*, p°) = y*, dus de nieuwe noemer wordt y*. 
y tal 
Xty 1 X+y YY X 
Ten y2 x Tc z y Dn y 
2 2 2(a— 1) 2(a + 1) 2a-2-—2a-2 
5 RE NINE (Pe Dame (a+ 1D (al) 
—d ( 4 + ) 
(a+ D (al) \A +a)(l—a) 1-—a? 
2 ) 
fe — {eerst de noemer ontbinden!) 
a--l a-— 


5 2 2) 2-—2(a+ 1) E —2a 
“(arD(a-l) (a-D) (a+l)(a-l) (a+1)(a-l) 


-( 2a E 2a ) 
_\(d +4) (l-—a) 1-—a? 
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2 
Tan eeen de noemers, indien mogelijk, ontbinden) 
af — a + 


2 2 2 2 
a?-1 a?+1 (a+D(a-i) a2+1 
2(a2 +1) 2(a+ 1) (a— 1) TN 

S(arl(a-D(a2+1) (arD(a-D(a2+1) (a+) (a) (a+ 1) 

gf 4 4 4 

“(arD(a-D(a2el) (a2-D(a2+D) at -1 

Xx Xx Xx x(x— 1) 5e x2 2x X(X—2) 

OREL XT xl xl kel 


ON 2 Ran Or KS ZA FO SHINE O MON KS AAS KE ET 


SA SET 


ND EOS 


Kn 
lane in 
XS X3+ x2 
XE O6 
a 
AS) 
NOIX 22 6 ; x—5 
Dus: tl 
xe Xl Xxl 
b x+l/x* NK NAE Xl 
re 
—_X3 
3-2 
x2 
AEN 
-X-1 
-X—1 
0 
xt 1 7 
Dus: =X Xxl 
Xt 


P.M. (Pro Memorie = ter herinnering): dit is in overeenstemming met 
xi-l=(x2+D(x22— 1e (X2 +1) (X+1) (Xx — 1), zodat: 


4 


—Ì 
El =(X2+1) (X-1)=xS xrl. 


2a La 2a(a — b) Lala + b) 2la*—lJab a(2da—13b) 


Ben ab Gre WED TE tb)(a-b) (a+b)(a-b) 


(- a(Sa — 3b) ) 
__2(a+b) (a — b) 


0.13 a 


He L 2p 1 2p-p L— 2p? 
Pep (p-b pp-bD pp-b pp-b 
Ì 2p p+l 2Wp-p 2? +p +1 
c == = -__—— ST 
ppd Pp+btp-lb pp+b(p-b pp+D(p-b plp+D(p- 1) 
De 27 À —27 327 
Jed 
p-3 3-p p-3 p-3 p-3 
We maken de volgende staartdeling: 
Pp-3/p*+0O-p Op 27Np + 3p +9 
Ors 
3p +0: p 
3p*— Ip 
Ft Wp —-27 
Op — 27 
0 
Dus het resultaat van de deling is: p? + 3p + 9 
l l l 
- + 
& (a—b)(b—ce) (b-—o)(e-—a) (ac) (a—b) 
l l 1 
= + + 
(a-b)(b-—) (Wb-o)(la—c) (a—c)(a—b) 
adC a—b bc 
= + k 
(a-b)(a-o) (bc) (a-b)(a-c)(b-c) (ab) (ac) (bc) 
2a —2c 2(a —c) 2, 
(a-b)(la-)(b-) (ab) (ao) (bd) (ab) (b—c) 
f_ Voor het optellen/aftrekken van breuken bepaal je het kgv van de noemers. 


Dit lukt alleen als je de noemers ontbindt in factoren. 


1 Abe. 1 X 
Xx Xl x-1) «+ D(a-D 


Er geldt: kgv(x(x — 1), (Xx + I)(x — 1) = x(X + 1)(x — 1). De verdere berekening 
verloopt als volgt: 


X+1 XX pf XX HX+1 
xD (1) xD) XXI) 1) 


Deze breuk is niet verder te vereenvoudigen! 
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g Eerst teller en noemer ontbinden, daarna teller en noemer delen door ge- 
meenschappelijke factoren van teller en noemer: 


h Eerst tellers en noemers ontbinden in factoren, daarna breuken vereen voudi- 
gen en tot slot breuken optellen/aftrekken: 


3a—9 2a—8 3a —7 
a?+2a-15 a?-64+8 fi a? + 3a — 10 
3(a — 3) 2(a —4) 3a—7 
(a+ 5) (a Ee (n= 2) (a — 4) si (a+ 5) (a — 2) 
3 2 3a—7 
WEGEN Fa +5) (a — 2) 
3(a — 2) 2(a +5) 3a—7 da —23 


Ee + dn 
(a+5)(a-2) (a+5)la-2) (a+5)(la-2) (a+5)(a—2) 


Vermenigvuldig eerst teller en noemer met a om de breuk in de teller en de 
noemer kwijt te raken (dit mag, want a # 0): 


3 dn2n2 
0.14 a prep, 
Sp — 3q° 
b -2 
1 
Preis 
Jb 
(a+ Jb)? 
a? +b 
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xr dxt — ISX? 3x 24 


0.15 a 5 
XS tX—12 


XE Xx 12/XxT + Axt — 152 — ZIN — ZAAN? + 3X 6 
xt X3— 12x? 


3X° — 3X2—34x 
3x3 + 3X2— 36X 


— 6Xx2+ 2X—24 
— 6X— 6X+72 


8x — 96 
8x — 96 
Uitkomst: x? + 3x —6 + 
XS HX 12 
xS — 256 
xd 


x* — dx! 
zb F0-x? 
dx L6x* 
16x* + O-x? 
16x* —  64x? 
64x* — 256 
Gax? — 256 


0 
Uitkomst: x° + 4x* + 16x? + 64 


0.16 a We zien dat x= —1 voldoet; we vinden na staartdelen: 
2x3 + 5X2—3=(X+H1) (2X2 + 3X—3) 


b (x—1) (x+5)? 


c Hier zoeken we waarschijnlijk wat langer naar x= 2 als nulpunt; na een 
staartdeling volgt: (x — 2) (x — 3) (x — 4) 


0.1.4 Gebroken vergelijkingen 


Vraagstukken 0.17 a We beginnen met op te merken, dat x # —4 moet zijn in verband met de noe- 
mer 3x + 1. Daarna brengen we alles onder één noemer (3x + 1) en stellen de 
teller gelijkaan 0:3x—-1+3x+1=0 => 6x=0 > x=0 
Pas achteraf zien we, dat de opmerking x # 4} overbodig is. 


b XEMA 2-(l-x)=0ex?+2x-3=0 > (X-1) (+3) =0 
Conclusie: x= l of x= —3 
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nnen aen 


0.18 


0.19 a 
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X#1; Xx #-2. Omdat x? — 1 = (x + 1) (x— 1) kunnen we schrijven: 
X+l1 1 X+4 


—__-—=0 of: 
x-l Xx-1l X+2 
X4+4 
EO (xr 2e (44) (— 1) =O 
x-l X+2 


Oplossing: x= 4 


XA-4;X2-—16=0 > x, =d Of xj = —4, maar Xj = —4 voldoet niet. 
Oplossing: x = 4 
(Xx + 4) (x + 1) 


X# —1. Voor het linkerlid schrijven we: EED 
Xt 


>, wat gelijk is aan 
X+4 ARE s : 

ers en dit is identiek aan het rechterlid. 

Xt 


Oplossing: alle x in R,‚ behalve x= —1. 


x# len x# 2. De vergelijking is te herleiden tot 3x? — 9x + 8 = 0. Deze heeft 
geen (reële) oplossingen. 


x=0ofx=1. 
X= 


S 
$ 


We proberen een staartdeling en deze blijkt op te gaan. Dit levert: 2x — 3 =0, 
zodat x = 3; deze oplossing voldoet. 


5 


Alle x in R‚ maar x #5 en x#2. 


b C b a—c 
=== > == ‚b=a-—c, zodata=b+c, meta #0 
a a a a 
1 b b bz 
a ee ‚b#O,b#-lenc#0 
b C el; 1) c(l + b) 
+ 
b 
atbenate 
a-b a—e 1 i) —e b zr) —ec + bd bd — ec 
= >al |= + = > A= ee 
Cc d Ged deeg cd dc dc 
bc 
afOenb#Oenc#O, a= ——_— 
b+c 
b?d + bc? 
b#Oenc#Oend#0. a=— en 
Cc 


u —Fv2)m(a-l)=ap > —-m(u— bv?) =a{p — mu — $v2)} dus: 


m(u— $v?) m(2u— v2) 
Ee fg (A1) 
mu—}v2) —p m(2u— v2) — 2p 


0.1.5 Oneigenlijke machten 


Vraagstukken 0.20 a (pq *)*={rekenregel 6} p2-*-q 3 t= pig 2 


2 


b (v2w-3)!. wr?={rekenregel 6} v2- Cw s-CD.wris yr. ws. wets 
{rekenregel 4} = v-2w 


IN 4 rs 
€ —z={rekenregel 5}r°.s °= {definitie 2} — 
EES s 
, (ab®)*a Sb get 16} a3be .a-Sb hal 14 ab? 
—___ = {rekenrege e= {rekenrege ee 
atbe 8 atbe ke abe 


l 
= {rekenregel 5} a-°b = [definitie 2} Ee 
ub, 


5 = > > 1 
en (athens) Wabe) al rr CRD Glen - 
asb?c® 
1 
2-4.4.(2-2).— 
De VZ 21.2-4.22.2-2.21 24 1 I 
ENT 22.26.2-* Tis ZE 956 
(AAT) (KEP IN EET AL 
g 250 -2 Ee 2d Ee 
(AVSZS) dmg 
0.21 a a: 
b a 
c a: 
d a 
e xt 
bis ê z N 
f : „eb TT se=bi TT unTue=b Ss 
b:.bs 


0.22 2*-1_2.2*422.2*tIe 25-248). 2% 
Resultaten: 

Iz 

b 13 


c 26 
(x invullen en daarna uitrekenen mag ook.) 


0.23 x=2,want3-2-2-—i=0 


ze =_-l > X=-—l 


0.24a ({3-t=h > 33 


b 2r*i=222-0 5 x+d=-—4+2X > x= ll 
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6-3 6, 2.133 2x2. ,2.vl f 
OE E] 8x°y hei 8x°(xy )y _ 2-2) y Ed 


27 (xy2z°)-* 27 3 


0.26 a 10-!-10-P=10-" 
b 10-2.10°=10* 


0.27 /s + Ji8- /5o; kwadrateren geeft: (/8)? +2: NE : NAT + (Á18)? = 50 of 
2: NENAT = 24; nogmaals kwadrateren geeft 4-8» 18 = 242. En dit is waar, 
| dus is ook het voorgaande waar. 


0.1.6 Vierkantsvergelijkingen 


Opdracht 13 3x2+14x—5=0. Met de abc-formule vinden we 
=14* J142-4-3.(-5) —14+ /256 
IV en —. 
Ee 23 6 
-l4+16 1 —14 — 16 
TT ed 
6 3 6 


ED tell 
Vraagstukken 0.28 a X,= DA 


‚ dusx, =4denx,=3. 


In dit — eenvoudige — geval hadden we x, en X ook zonder de abc-formule 
kunnen vinden, immers: Xx? — 7X + 12 = (Xx — 3) (X — 4) 


7E /49 — 48 
b App, dusx,=2enx,=d. 


d X,=denX;=8. 
0.29 a (X-3) (x-—4) 
b 2(X-—53)(x-—2) 
c 3(X—I) (X+2) 
d 72(x-8) (x-—5) 
0.30 a (2x—1)?=2x- 1, dus(2x— 1) -(2x- 1) =(2x- 1): 1 = Jen as= 1. 


b x,=a Senx,= afs. 
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0.31 a 


0.32 


0.34 


RE en X,= 
2 2 
Xi = + enx,= VS. 


+2 (X-3)=Oofx--—x-6=0 
X= 3 is een oplossing, dus ingevuld geeft dat: 9 —3p=6 > p=; 
X2-xXx-6=0 > (X-3) (X+2)=0 


Dus x= —2 is de tweede oplossing. 


Ox? + mx 1=0 


me Jm 36 


Oplossingen: X, >= ‚maar uit X, = X» volgt: Jin? — 36 =0, 
$ 12 i 2 SU v 


zodat m1, = 6 en m,= —6. 
Met 11 = 6 volgt: 9x° + 6x + 1 =(3X + 15, met xj p= — 


Met mn = —6 volgt: 9x? — 6x + 1 =(3X— 17, met Xp = +4 


+ en 


Vuly=k-—xin, in Xx? + y* =— 25 en stel D= 0. We vinden dan: k, = +5 /2 en 
k,= -5 2 


: 15 
Uit D= 0 volgt: a= 2; Xx, 2 = 5 V2 
We beginnen de berekening met x + y= Sen xy = —24 en vullen y= 5 — xin, 
in xy = 24. 
De getallen zijn: x= —3 en y= 8. 


Toets leereenheid 0.1 

De volumetoename is: Sar{(r + p)* —r*}= ${3rp + rp + Pp} 
at — Sa? +4=(a?— 1) (a? —4)=(a— 1) (a+ 1) (a — 2) (a + 2) 
XS -7X+6=(x-—I)(X-—2) (X +3) 


Xy=2enXi=d 


3bd + 8gc 
Ln 
d— 4 


28 


x= 
x= +jenax,=—j. 
x= Velsen NS 
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9 ar=(- 14+ J)c en a,=(-1- [2e 


(Met de abc-formule; de x uit de abc-formule is hier a en de b komt overeen 
met 2c.) 


10 _v=10-(4RF 


1 De gevraagde waarde van » is 105. In bijvoorbeeld Maple vinden we met 
factor (x°105-1) ; dat een van de factoren een coëfficiënt —2 bevat. 
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Opdrachten 


Vraagstukken 


Leereenheid 0.2 


Functies en grafieken 


0.2.1 Lineaire functies 17 

0.2.2 De tweedegraadsfunctie 18 
0.2.3 Gebrokenlineaire functies 20 
0.2.4 Ongelijkheden 22 

0.2.5 Wortelfuncties 25 

0.2.6 Exponentiële functies 27 
0.2.7 Logaritmen 30 

0.2.8 Logaritmische functies 31 


Toets leereenheid 0.2 35 


, Ps WV 

1 De richtingscoëfficiënt a wordt gevonden met: St Ae 
Kg X 

p 


va Tabs oare ad d 


A 
Hier geldt dus —= ee 
Ax 3-(-7) 10 2 


2 Met behulp van y= ax + ben de gegeven punten A en B krijg je het volgende 


2=-—2a+b 
stelsel: 
4=2a+b 


Door de twee vergelijkingen bij elkaar op te tellen krijg je 6 = 2b, dus b= 3. 
Deze waarde moet nog gesubstitueerd worden in een van de twee vergelijkin- 
gen. Hieruit komt de waarde a = }. Het functievoorschrift is dus 

fw) =kXx+3. 


0.2.1 Lineaire functies 


0.35 a s—-5=3t es s=3t+5;rC.=3 


0.36 
0.37 


0.38 


Opdrachten 3 


tek 


y= -iXx-2 


Uit het stelsel volgt: a = 3 en b= —}. Dus f(x) =jX— 5. 


De r.c. van de gegeven grafiek is — 3. Een grafiek die hieraan evenwijdig loopt 
heeft dezelfde r.c., zodat de onbekende a in de vergelijking ingevuld kan 
worden: y= — 3x + b. De gevraagde grafiek gaat bovendien door het punt 
(-1, 1). Na substitutie volgt b= 5. Het functievoorschrift is: f(x) = — AX + 4 


0.2.2 De tweedegraadsfunctie 


f(x) = 22 AX +4, dusa= 2, b=denc=d. 


—4 42 
‚4 ) ofwel (1, 6). 
2.(-2)'  4-(-2) 


De top is dus ( 


y= 3x? +46, dusa= 3, b=denc=6. 
Top: (@, 6 — Js) of (3, %) 


Vraagstukken 0.39 a s=(t—3)? 1; de parabool is genoteerd in de vorm van de kwadraat- 


afsplitsing, dus de top is (3, —I). 


—b b? —(-6 —6) 6 36 
b pew? Gw + topis (oere) = ( a )- 5-2 ì 
2a 2.1 4.1 


=(3, —7). 


Schrijven we de parabool in de vorm van een kwadraatafsplitsing, dan krij- 
gen we v= (w— 3)? —9 +2=(w— 3)? —7; top is (3, -7). 


ce p=-3(q +2) (q —4); nulpunten q=-2en q=4, dus as van symmetrie is 
q= 1; de top ligt op de as van symmetrie en heeft dus als q-coördinaat q = 1; 
de p-coördinaat is p= —3(1 + 2) (l — 4) 3-3: —3=27. Dus de top is 
(1, 27). 


Alternatief: p= —3(q + 2) (q — 4) =-3(q?* — 24 — 8) =-3q°* + 6q + 24; top is 


5 ze) Ee 242) 1,27) 
Et) ( == EN) - TEENS es ‚ 
2a 4a —6 Sel 


2 


—b b 17 
y= 22 —Xx+ 1; topis | —, Cc — |, a= 2, b= 1 := 1. Top: te 
di P 5 2 k ned E 8 


e y=-3X2+6x-1; topis (1, 2). 


f Lbr: e top is al 6) 
== F=s is | —4—, —6 |. 
rs Re 2 
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0.40 b 


0.41 a 


0.44 


0.45 


W2-2.3Wwi2=lw-32-9+2=(w-3)-7 


16 4 
y= -3X2+6Xr-1=-3(X2- 21e lele 1 + 2 
EE 
PENH 3IN de (XL HON) He (X 4E 204 
rape nde Tek dees aks ic 


l 
== (X441)2—6 
3 


De top ligt op de as van symmetrie, dus op de lijn x= 2. We kunnen dus 
schrijven: y =a(X — 2)° +q 
De grafiek gaat door (1, 0), dus: 


O=a(l-2?+q > q= ad > y=alx-2)—a [Li 
Substitutie van (-2, 75) in [1] geeft 7} =a(-2— 2}? —a — a= }, dus 

1 
Js. 


Conclusie: y= }(X— 2)° — 5 


De top is blijkbaar (3, 0), dus y= a(x — 3). Verder is —9 =a - (—3)?, dus 
a = —1. Conclusie: y= —(X — 3)? 


De kleinste functiewaarde is 1. 


y=$-32-2 


Er zijn verschillende manieren om dit op te lossen. Als we f(x) schrijven als 
[@) =alx? + X+ J) — 2 dan zijn we al bijna klaar. Want dan is 

fx) =alx+ 2-2. 

Omdat (x + 5)? = 0, geldt voor alle a < O dat f(x) < —2. 


fO) = (Xx +12 + 1 — mm. Hierin is —(X + 1)? <0. 
Dus zal f(x) < O zijn als 1 — 1m < Ois, dus voor m > 1. 


a> 16 of a <0; dat is namelijk de oplossing van D= a? — 16a > 0. 
p=-l 

a=j 

s=(t—-3)?-12>0 

De top van de dalparabool is (3, -1), dus een deel van de parabool ligt onder 


de t-as. We bepalen de nulpunten s=(t—3)?—1=t?—6t+8=(t—2) (t— 4). 
Dus (t—3)? —-1>Oalst<2oft>4. 
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0.49 


Opdracht 5 
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v=w2-—6wt2>0. 

De top van de dalparabool is (3, -7), dus een deel ligt onder de w-as. Met de 
abc-formule bepalen we de nulpunten: w= 3 — Á7 ofw=3 + VE Dus 
w2—6w+2>0alsw<3— M7ofw>=3 + ID. 


p=-3(q +2) (q— 4) > 0. 
De top van de bergparabool is (1, 27). Dus een deel van de parabool ligt bo- 
ven de qg-as en wel voor -2 <q <4. 


f(x) > 0 voor alle x uit R 


Een bergparabool is positief tussen de nulpunten, dus als x in 


De bewering is onjuist; de bewering is correct indien wordt toegevoegd; ‘in- 
dien a > 0’, want dan is de grafiek van f een dalparabool. 


0.2.3 Gebroken lineaire functies 


AX + É Loe ax+b ad b ek 
fa) =——, als c =O dan gaat f(x) over in f(x) =—— =— Xen dit is een 
CX + dl d d d 
4 b : } zanb a 
lineaire functie. Voor de situatie — = d nemen we eerst concrete getallen, bij- 
Ca: 
Wer 2 ES X+2 X+2 l 
voorbeeld: — = —, dus f(X) = zen. 
2 4 2X+4 2UXxH2) 2 


Ae GROENE S: 2 6 
Voor de situatie dat —= 7 gelijk is aan 3 =— wordt f(x) van de vorm 
G ( < 


2X+6 2X+3) : , 
[W) == = 5. Het ziet er dus naar uit dat in dit geval f(x) steeds 


3X4+9 3(X43) 3 
( 3 
aALX+— 
axtb ) 


a 
CX+d ( ) 
clx+- 

5 


1 
gelijk is aan 5 d 
Cc 


We tonen dit nu aan. f(x) = 


b 
(1. vit S= , ofwel ad = be, 
C q 


En dit is een constante functie! 


Vraagstukken 0.50 a Asymptoten: x= 2en y=-3; nulpunt x ==; snijpunt met Y-as is (O, —1) ; zie 


in 


figuur 0.1. 


b_ Asymptoten: x= len y=-1l ; nulpunt x= 0; snijpunt met Y-as is (O, O) ; zie 
figuur 0.2. 


7 
c Asymptoten: x= -—l en y=-3; nulpunt x = 3 snijpunt met Y-as is (0, —7) ; 


zie figuur 0.3. 


Figuur 0.1 De grafiek van f(x) = zerk Figuur 0.2 De grafiek van f(x) = Ea 
X— X- 
4 y Í 
3 if: 
2 | 
i / 
0 En 
Bie - X 
EO en 
Ee oe 
4n ee, : 


Figuur 0.3 De grafiek van f(x) = Ze 
XX - 


20 - ie: Yy 
15 


ax +5 


0.51 (X) = 
fo) bx—6 


Verticale asymptoot bij x= —2, dus b(—2) — 6 = 0, zodat b= —3. 
a a 
Horizontale asymptoot bij y= 4, dus DE 4, zodat Sia 4, dusa= —12. 


—_12x+5 
—3X—6 
De grafiek van f lijkt op die van de figuren 0.1 t/m 0.3. 


Samenvattend: f(x) = 
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ax+b 


0,52 Xx) = 
() Cx +8 
Verticale asymptoot bij x= 2, dusc= —4. 
a+b 
De grafiek gaat door (1, —2), dus —2 = nae a b= —8. De grafiek gaat 
=Eid 
door (0, —í), dus -=5 > b=-5ja=-3. 
—3X-5 
Samenvattend: f(X) == 
4x +8 


De grafiek van f is gelijkvormig met die uit de figuren 0.1 t/m 0.3 na spiege- 
ling ten opzichte van de horizontale (of verticale) asymptoot. 


0.2.4 Ongelijkheden 
Vraagstukken 0.53 a Onjuist, 
b Juist. 


0.54 -2>-—3; —-5 > —6; maar (-2)- (—-5) # (—3) - (—6). 


| € Juist. 


0.55 De bewering is onjuist. Immers: kies a = —-len b= —2: —-1l > —2, maar 
(-1)? <(—2)?. 
De bewering is correct als men toevoegt: ‘als a > O en b > 0’. 


0.56 a K>Sof K< —5, want K? — 25 heeft het tekenverloop zoals in figuur 0.4. 


Figuur 0.4 Tekenoverzicht van K2— 25 


+ + + 0 - - - 0 + + + 
nn nn KZ 5 
—5 5 


b —3<x<3, want x? —9 heeft het tekenverloop zoals in figuur 0.5. 


Figuur 0.5 Tekenoverzicht van x2-9 


+ + + 0 — — — 0 + + + 
nnn nnn X 29 
3 3 


c Het tekenverloop van (z — 1) (z — 3) is zoals in figuur 0.6. 


Figuur 0.6 Tekenoverzicht van (z- 1) (z- 3) 


EO + 
nt (2 1)(2-3) 
1 3 
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We lezen af: (z — 1) (z — 3) < Oals zin (1, 3). 
d Uit het tekenverloop van q° — 4q + 3 volgt: q 2 3 of q = 1 


0.57 a Het tekenverloop van 


— is zoals in figuur 0.7. 


> Oalsxin(, 4 
RE als xin (5, 5). 


We lezen dus af dat 


Figuur 0.7 Tekenoverzicht van 3X-4_ 
Xx 


E 5 2 = zn = — 0 + + + 
EE SER En AR RE RR 3x-4 
2 
3 
+ + + 0 - = Dn — = = = 
EEE eme ZN 
2 
3 
EEEN jd Od 
2 EN 2-3x 
3 3 
2R-8 : 4 
b = —R herleiden we, net als in voorbeeld 0.18, op O en brengen we on- 
2R—8 2R—8 +R? 
der één noemer: — a) RO) 


Het tekenverloop van de teller (R? + 2R — 8 = (R+ 4) (R — 2)) en die van de 
noemer R leveren het beeld zoals in figuur 0.8: 


R2+2R—8 : 9 
We lezen af dat EET ORE =Oalsxin{(e-, —4]of in (0, 2]. 


Figuur 0.8 Tekenoverzicht van Dekt 


+ tt 0 ee) 4 
PARE 
4 2 


0 
== 0 4 tt + 0 4 R2+2R-8 
4 0 2 Â 
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e Onder één noemer gebracht komt er 


5 — — — 13) 13 XX + 
43 oe 2x+3—5(3Xx D) X + EE Xx +1 


kond > <0 
3x—2 3x—2 3x—-2 3X—2 


Het tekenoverzicht van 


+1 
2 is weergegeven in figuur 0.9. 


Figuur 0.9 Tekenoverzicht van —X+1_ 
x= 


eene A 


5 è _p Xt] 
3x-2 


Conclusie: x <3 of x > 1 


Dl en 
Gn pe 2 S= OLNE 
DERISS 5 AE 2 


1 
ly 

3 5 À 
— <0. We vinden dan v > 4 of 


v<0. 
f_Zie voor het tekenoverzicht figuur 0.10. 


De oplossing is: a S -3 of -2<a<2ofaz3. 


Figuur 0.10 Tekenoverzicht van f(a) ED 
—q 


ON 0e + + 
nn nnn 0 0 
_3 3 


2 2 
ee Oor 
8 2 2 3 — 


0.58 a x>Sofx<l1. 


yy 12 


b Het tekenoverzicht moet worden uitgevoerd op — —— <0 
y-7)(y- 1) 


De oplossing is: —3 <y <1 of 4 <y<7 
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Opdrachten 


Vraagstukken 


0.59 


0.60 


c De factor (2 — p)? is nul of positief, en p? + 2 is altijd positief! 


Van belang is dus alleen E i’ met p # —1. 
Oplossing: —1 <p =O of p= 2 

O<zsl 

Xx<-2 

xin[—-4,O)of x< —1. 


Zie de grafiek volgens Figuur 0.11 De grafiek van f(x) = Ì (dun) en glx) = _—3 
figuur 0.11. Xx x+1 


0.2.5 Wortelfuncties 


Het getal \(—x)? = Jr? =xals x 20. Jr? =—xals x <0. 


Het getal /(—x)? bestaat dus voor alle reële waarden van x. 


Echter: /—x? is de wortel uit een negatief getal en bestaat dus voor geen en- 
kele reële waarde van x, behalve voor x = 0. 
Dr=[2, > D,=( kl]. 


De opgave is: /2 + x2x. De waarde van x= —2 voldoet hieraan, want 
€ OP& v 
/O=0,en0z=-2. 


Zie figuur 0.12. 


Figuur 0.12 De grafiek van y= Vx-4 
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061 a /2z-4=1 > 22-4=1 > z= À. Deze oplossing voldoet. 


b /3B-2=B > 3B-2=-B2 > (B-I(B-2=0 > B,= lenB,=2; 


0.62 


0.63 a 


C 


d 


e 
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beide oplossingen voldoen. 


De door kwadrateren gevonden oplossingen x, = l en x, = 2 voldoen beide 
niet; er zijn geen oplossingen. 


TZ 


Zie figuur 0.13. 
Figuur 0.13 De grafiek van y= N3x—1 en y= 2x (dun) 


Er zijn geen oplossin- 
gen; de grafieken y 4 
snijden elkaar niet. 


De oplossing is X 2 4 


0 +# ar In 7 mg 
0 1 2 3 d 5 6 
X 


Zie figuur 0.14. 
Figuur 0.14 De grafiek van g(b) = E — Vb en f(b) = b (dun) 


fb) | 
0,8 
06 
04 - 


Y-fb=bes -Jb=b-}; 


kwadrateren levert b? — 2b + } =0, zodat b, >= 1 


ae 3. Uit de grafiek in 
figuur 0.14 lezen weaf dat} — Eed 48, >). 


PM.: b=l+5 INE 3 hoort bij het snijpunt van —b met 5 — Jb. 


x= is 
K=z2 


Zst<4 


N 


Opdrachten 


0.64 


0.65 


10 


OE 
Ams 


c‚= len c,= 25, want éénmaal kwadrateren geeft: 
= EP 

SC+1=2/2eC-1:- /3C+6 

Nog een keer kwadrateren geeft: c? — 26c + 25 = 0 


Het handigst verloopt de redenering als volgt: 


—2 
Alleen x, = 2 voldoet. 
Er geldt dat: 
[oz 5 
Vvx“=xalsx=z0en 
Jx?=-xalsx=0, 
s ED 5, 
zoals ook in paragraaf 0.2.5 staat vermeld. /x? = —x kan dus wel degelijk. De 


bewering is onjuist. 


0.2.6 Exponentiële functies 


In a‘ mogen, omdat a > O, alle reële waarden van x ingevuld worden: D‚=R 
De waarden a‘, voor a > 0, zijn positief: B‚=R" 


Analyse 

Gegeven: 

In 1975 bedroeg de omvang van de wereldbevolking naar schatting 4 miljard 
mensen en groeide zij gemiddeld met x% per jaar. 


De groeifunctie NH) die het groeiproces benadert is N(t) =a - 27°. Voor t= 0 
geldt dan: NM(O) = a. De verdubbeling vindt plaats na SO jaar. 
Gevraagd: Hoe groot moet het gemiddelde groeipercentage x zijn? 


Oplossingsschema 

Ll De startwaarde a in dit groeimodel is de omvang van de wereldbevolking 
in 1975. We definiëren t als de tijd in jaren vanaf 1975. 

2 De tijd waarin N(t) zich verdubbelt, bedraagt 50 jaar. Er geldt dan: 
N(t + 50) = 2 - N(E) 

3 Los het percentage x op uit deze vergelijking. 


Uitwerking Täot 
De groeifunctie wordt beschreven door: N(t)= 4 - 2100 
N(t + 50) = 2 « N(t) wordt dan: 4. 2700"**®_ 2.4. 2700! 
Too“ +50 _ 5. 9700! 705501 _ 14700! _X E50 eN 
ús 7 STO 
x-t _50x ston, SO 


IX 
=d =| =1 50x= 100 »x=2 
TTOOP TOO er O0 TOO 


Dus om een verdubbeling van de wereldbevolking na SO jaar te realiseren, 
moet het gemiddelde groeipercentage 2% zijn. 
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Vraagstukken 0.66 _ Zie figuren 0.15a tot en met f. 


Figuur 0.15a De grafiek van f(s) =3* Figuur 0.15b De grafiek van f(s) = 3-5! 
Ja fis) JN fls) A 
8- \ 
je Ge \ 
2 =N 
15 - k 
1 ae 
0,5 - 
T— 0 nT T en) vn T T rn 
2 15 1 -05 0 05 1 5  Z 2 45 1 05 0 0,5 1 1,5, 22 
s s 
Figuur 0.15c De grafiek van 1d =(5)""* Figuur 0.15d De grafiek van f(s) = (3) 
Lin fls)10 


\ fix) 
0,8 j\ 


2 15 1 05 0 05 1 1,5 2 


Figuur0.15e De grafiek van f(s) =2°*? 


We zien weer dat a* voor 0 < a < 1 een dalende functie oplevert en voor a > O een 
stijgende functie. 
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0.67 


0.68 


0.69 


0.70 


0.71 


0.72 


Alle vraagstukken met vergelijkingen of ongelijkheden worden aangepakt 
door het grondtal in alle exponentiële uitdrukkingen gelijk te maken. 
Daarna passen we de drie ‘gevolgen’ vóór de voorbeelden 0.22 in het leer- 
boek steeds toe. 


DET > x=0ofx=7 

X-7=d- re x=l 

Orr S= (4) uit ‘gevolg 2’ volgt +35 2x -5. 
He -2=r(e es 3x-250erst 


Als we f= 0 invullen, krijgen we R(O) = R‚(5)® of R(O) = Ro; conclusie: Ro is de 
hoeveelheid preparaat op het tijdstip t = 0. 


We zoeken een t-waarde waarvoor geldt dat: 
R(D = ER, Of ROG) I= ERG S (GPP A=k > 0,2t=l > t=S (jaar) 


Er is 75% uiteengevallen, er is dus nog 25% over: 
Ro(h)et= ER, © (102 = (1)? > t= 10 (jaar) 


v, (60) = 30 + 18-904: 60 — 30 + 18 24 30,00 min 
v‚(60) = 25 +27. 60 °°*= 48,88 min 


v‚(8 - 60) = 30 + 18 °P4-8-60 — 30 + 18 12 30 min 
v‚(8- 60) =25 +27 - (8-60) ®P*— 47,44 min 


Werknemer 1. 


21 > 24° 2, Omdat 2* een stijgende functie is, geldt, zie ook ‘gevolg 1’, 
-q=q-2 eq +q-2<0. Deze ongelijkheid moeten we dus oplossen. 
De kwadratische vorm q? + q — 2 heeft als grafiek een dalparabool die de q-as 
inqg= len q= —2 snijdt; q° +q — 2 is dus negatief als q in (—2, 1). 


2P is minimaal als p minimaal is. x? — 6x + 8 is minimaal voor 


b 
X=-— 5 = 3. De waarde van x? — 6x +8 is dan —1. 
a 


De minimale waarde van 29 —©**$ is dus 2-1 (=5). 


Verdubbeling van het kapitaal treedt op zodra 1.000 - (1,08) = 2.000, dus als 
(1,08)! = 2. 

Voor f= 8 komt er (1,08)® = 1,851. 

Voor t= 9 komt er (1,08)’ = 1,999. 

Voor t= 10 komt er (1,08) '° = 2,159. 

Na 10 jaar is het kapitaal verdubbeld. 
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Opdrachten LA 


12 
13 


14 


Vraagstukken 0.73 a 


b 


0.74 a 
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0.2.7 Logaritmen 

log 4= 2, want 22=4. 

1og 2=}, want 4: =2. 

1.000Jog 10 = 4; Vlog 1.000 = 3; 6°l9ES =S. 

Omdat g positief is, is g* ook positief; omdat g“ = a volgt voor a alleen: a > 0 


Je moet op 2,7182818.… uitkomen. 


loog 100 = 2, “log 100 = *7!-log 100; (2,71...) is nog lang geen 100. 
‘log 100 moet dus groter zijn dan '®log 100. 


slog 5 =| 

“log 16 =2 

%og 3=}, want 9! = JO =3. 

log Ì = 2, want 2-?=j. 

Slog 4 = 3, want 8: =(81)?=22=4. 
2log Ya = log 2* =3 
“slog }= 2 

“2log 1 =0 

elog 6 /6 = “log 6: =3 

Ine? = ‘loge? (=2: “log e)=2 
Ine-?=loget= —à 
slog 9 =2 


llogx=l > X=7 5 x=7 
Blog x= 1 > x=({2)" > x= 


%ogrx=-} > x=l 

2+tlogx=0 > “log r=-2 > X= ik 
“log A=? > xt=2' 5 FCT 
rik 

Zog(x-1)=log(l- > x-l=l-x> e= Xel 


Deze voldoet echter niet aan de twee bestaansvoorwaarden, dus er is geen 
enkele x die aan deze vergelijking voldoet. 


‘log x log x 

> “log (X +2) = 
“log 9 ck Med 
slog x=2: log (X+2) > log x= UOg (X +2? > x= (X+2P > 
NX ANA 3XH4=0 
Er is geen enkele x die aan deze vergelijking voldoet. 


h “log (x+2)= log x > log (X+2) = 


0.75 a log 6 =log (2-3) =log 2 +log 3 = 0,78 
b log 15 =log 5 + log 3 = 'Plog + log 3 = 1 — 0,30 + 0,48 = 1,18 
c log 1, 2 =log }ö = 0,08 
d log (5) =2 log 3 — log 2 = 0,66 


e log Ì /3 = —0,36 


f log 20 =log 2: 10 =log 2 + log 10 = 0,30 + 1 = 1,30 


‘log x log x 


0.76 a In x= ‘log x= EE 


lOlog x | 
b In x= 05 


1 
en log ra. 10lo ee 
loge 'oge CS“ "0434395 8 


= 2,302 585 - log x 


0.77 _ a! =c\. Een veel voorkomende handigheid om een exponent ‘af te breken’ is 
de logaritme ervan te nemen: 
a'=c* & log a” =log c* > {rekenregel 3} blog a = x log c 

log a 


Ss x=b =b‘loga (voora=0Oenc=0, # I) 


log c 
0.78 a pH = —!'’log [HJ Neem: 
LEO pre, 
[H']=0,01 > pH =2, 
[H-]=0,001 > pH=3. 
Hoe kleiner [H* |, hoe groter pH. 
(Voor de liefhebbers: als [H* ]= 10 ”, dan is pH = n.) 


b We moeten eerst [H *] berekenen van een pH-neutrale shampoo. We hebben 
de volgende gegevens: [H*]=[OH ]én[OH-]-[H*]=10 4. Dit leidt tot 
[H*]2=10-'*of [H*]= 1077. De pH is dan 7. 

c pH=3 


d pH=6 > [H*]=10-®, datis 1.000 keer zo klein als de [H*] bij pH = 3. 


0.2.8 Logaritmische functies 


Opdrachten 15 We zoeken weer een aantal geschikte punten uit en verbinden deze punten 
door een vloeiende kromme. Zie tabel 0.1. 
De grafiek is getekend in figuur 0.16. 
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16 


Vraagstukken 0.79 
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Tabel 0.1 Figuur 0.16 De grafiek van f(x) = 2log(x + 4) 


x flx) 4- 


flx) Ee 


3 -i 
-3 0 
—2 1 

0 /} 
4 3 
12 4 


In de grafiek van figuur 
0.17 is zichtbaar dat uit Figuur 0.17 De grafiek van f(x) ="Zlog x 
a < b volgt dat 
‘log a > “log b. De 1x) 8 
grafiek van y= :log x is 
een dalende functie. 4 
2- 
0- > 
X 
2 - ' ! 1 1 
1 2 b 3 4 


Al deze vraagstukken komen neer op het onderzoek naar het positief zijn van 
de uitdrukking waarvan de logaritme wordt genomen. 


Er moet gelden dat y* — 6y + 8 > 0. De grafiek van y? — 6y +8 = (y — 2)(y + 
is een dalparabool; y? — 6y + 8 > 0 komt dus overeen met y < 2 of y > 4. 
Deze y-waarden vormen dus het definitiegebied van 

fO) > ?log(y? — 6y +8). 


X-4 
EE > Ois equivalent met x > 4 of x < —3, hetgeen blijkt uit het teken- 


X-4 
overzicht van A zoals in paragraaf 0.2.4 geoefend is. Het definitiegebied 
X+ 


, X-4 
van logis dusx>4ofx<-—3. 
X+ 


z2— 102 +25 =(z— 5)2; alle zin R, behalve z= 5, vormen het gevraagde 
definitiegebied. 


2x—8 


X : : 
4d ED > 0 is equivalent met 


> 0. Het definitiegebied bestaat dus uit 


X-waarden waarvoor geldt: x < 2 of x > 4 


D‚={4, >) 


0.80 a Zie figuur 0.18. b Zie figuur 0.19. 


Figuur 0.18 De grafiek van f(x) = log x Figuur 0.19 De grafiek van f(x) = 3og (x + 2) 
flx) 2 À Die fx) en 
1 Dee tn d 
er 0 p 
0 > x 
Xx ils) 
1 OE 
—2 \ ' _3 … ' fi ' ' ' ï ' 
0 1 2 3 4 2 Sla OP rl 2 AE ERG RS 
c Zie figuur 0.20. d Zie figuur 0.21. 
Figuur 0.20 De grafiek van f(r) ="2log r Figuur 0.21 De grafiek vanf(q) = “log (q — 2) 
fin 27 fla) 2 \ 
1 \ 1- ER 
0 > 0- > 


< 
A 


e Zie figuur 0.22. 


0.81 a Op de X-as is een logaritmische schaal gebruikt met grondtal 10. 
Op de Y-as is een lineaire schaal gebruikt. 


b (y=alogt+b 
(E,, ‚) = (60, 0) 
(to, Y2) = (600, 10) 
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0.82 
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® 


O=alog 60 +b 

10 =a log 600 + b 
pn zo 

10 =a log 600 —a log 60 = a log or =a log 10 =a 
b=-10 log 60 

a= 10 


De vergelijking is: y= 10 log t — 10 log 60 ofwel: 


t 
y= 10 log 5) 


Ä l ì l : 
We schrijven: en los (55 ) > 10 =— > f= 60: 10 
10 60 60 


> 
Controle: y=0 — t=60en y= 10 > f= 600 


Het oplossen van logaritmische vergelijkingen verloopt altijd volgens een 
vast stramien. De vergelijkingen worden steeds tot een vergelijking van het 
type log a = log b herleid, waarbij de onbekende in a en/of b is opgesloten. 
Uit log a = log b volgt (zie eigenschap 1) dat a = b, waaruit de onbekende kan 
worden opgelost. Bij het samennemen van de logaritmen letten we goed op 
de oorspronkelijke bestaanswaarden van de logaritmen. 


2log(3t — 1) + 2log(2t + 1) = ?log 12 — ?log 3 … [ 
> ?log(3t-I(2+1)  =?log 4 : (2} 

{in het linkerlid is rekenregel [1] toegepast, in het rechterlid rekenregel [2] 

ee (3-1) (24 1)=4 

kend 6l2+t—5=0 


=lent,=—? 
t, voldoet aan El EEn niet aan n 
De oplossing van [1] is dus t= 1. 


2-3t 
> =| 
lt * 
> t= %, die voldoet. 


De vergelijking is te schrijven als: 
2og(2t+ 1) = log 2+ logt? —4)of: 24+ 1=t2—8 
Alleen t= 1 + Jio voldoet. 


zn, levert ' 

=| x=. 

zag S 8 

x2 + 140 

oan aL levert x= 7 of x= 20. 


0.83 _Ongelijkheden met logaritmen lossen we op door links en rechts van het 
ongelijkteken één logaritme te vormen: “log a > Slog b; als g > 1 dan volgt 
a > b; als g in (O, 1) dan volgt a < b. Het is daarna van belang welke van de 
gevonden waarden in het definitiegebied van de oorspronkelijke functies 
liggen. 


a Uit ?log(3H + 1) < *log(4H — 1) volgt: 3H + 1 < 4H — 1, dus H > 2. Voor deze 
H-waarden bestaan ook de oorspronkelijke logaritmen. 
Oplossing: H > 2 

b Uit H< 2H — 1 volgt H > 1, die alle voldoen. 


c Uit 3(H — 4) = 2H + 1 volgt H = 13, die alle voldoen. 


d Uit 3(H+ 1) = 19 — 2H volgt HZ !C. 
Omdat 19 — 2H > 0 moet zijn, is ook vereist dat H < b’. De oplossing van de 
oorspronkelijke vergelijking is dus: Pe = H <W, 


2 12 —2 A 
e HE H is te herleiden tot Er =0. Uit het tekenoverzicht lezen we af dat 


H= /2of-/2sH<0. 

Omdat negatieve H-waarden in de oorspronkelijke vergelijking niet mogen 

voorkomen, vinden we als oplossing: H = /2 

Toets leereenheid 0.2 
1 a veabofv<2. 

b Geen enkele waarde van v. 
2 y= Xx) + 45 de top is: (Ì, 4) 
3 Zie figuur 0.23. 
Figuur 0.23 De grafiek van Ax) =3X-3 en y= 5x (dun) 
—3X+9 
4 - 


3 - 
2- 


f(x) 
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4 


De snijpunten zijn (-J3, —4 /3) en (/3, 4 /3). 
3x 3 


1x levert ookx = _Bot Bsx<3. 


p is minimaal 14,87 %. 


5 a pin{O, 100) 


b p=84,6 %, 
zie figuur 0.24. 


b xj= ben x,=16. 
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Figuur 0.24 De grafiek van K= _30p 


110 -p 
150 - K re 
lev 
1e 

100 - -4 
50 / er 
J Re 


—50 > en 
50 0 50 846110 150 _ 200 


We geven een oplossing in Maple. We beginnen met het definiëren van een 
functie f': n > n° +n +41. Dit gebeurt helemaal zoals we dat gewend zijn. 
De uitvoer van het daaropvolgende Maple-commando is een rij van groepjes 
van vijf objecten; voor elke waarde van 7 zijn dat: n, n? +n + 41, de even- 
tuele priemfactoren, true/false (dat wil zeggen wel of geen priemgetal) en het 
eerstvolgende priemgetal na f(1). 


> fr=n->n°2+n+41: 


> seq([n‚f(n),ifactor(f(n)),isprime(f(n)),nextprime(f(n))],n=0..100); 


(LO, 
[2, 
[4, 
[6, 
[8, 


41, 
47, 
61, 
83, 


(41), true, 43), [1, 43, (43), true, 471, 
(47), true, 53], [3, 53, (53), true, 59], 
(61), true, 67), [5, 71, (71), true, 731, 
(83), true, 89), [7, 97, (97), true, 1011, 


113, (113), true, 127], [9, 131, (131), true, 1371, 


[38, 1523, (1523), true, 1531], [39, 1601, (1601), true, 16071 


[40, 1681, (41), false, 1693], (41, 1763, (41) (43), false, 17771, 
[42, 1847, (1847), true, 1861], [43, 1933, (1933), true, 19491, 
[98, 9743, (9743), true, 9749], [99, 9941, (9941), true, 99491, 
[100, 10141, (10141), true, 10151]) 


> seq(’if’ (isprime(n°2+n+41),1,0),n=0..100) ; 


Vats lettere Aa ly 1e Ao len er eller 17 Le 


1,1, 


Leede te dee lo, dodo We do Lo do Le de Or Oor 141 O7 Lr leden ROA 
1, 1, 


1, 


1, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1e 1, 0, 1, 1, le 1, 1e 1e 1, de 
0, 0, 1, 0, 


1, 


1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 1 


1, 


1, 1, 1, 1, 


0, 


De uitvoer van het laatste commando toont dat f(#1) veertien keer geen 


priemgetal voorstelt. 
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0.3.1 Basisbegrippen uit de goniometrie 


Zie punt 4 in paragraaf 0.3.1 van het leerboek: 
l-m 3,14 


b 
Uit de definitie van cot « =— (zie figuur 0.16 van het leerboek) volgt dat: 
a 
l Ì Bert ns 
cot a==-= ==, De bewering is dus juist. 
a tan a 


a 
b 
Het verband tussen tan a en cos « kan met de formule 
1 
cos? « 
worden aangegeven; met tan a = NE vinden we dan: 


1 
31 = 
cos? a 


es} =cosa 


tan? a+ 1= 


> El=cosa 


In een driehoek voldoet alleen cos a = 3. 


Vraagstukken 


0.84 a 


0.85 a 


0.86 a 


We weten al dat sin(x + 7) = —sin Xx. Door nu bij x + m steeds 2rr bij te tellen, 


verandert de sinuswaarde niet: 


sSin(X + 7) = Sin (X + 37) = Sin(X + Sm). We vinden dan dat 


Sin (X + 7) = —sin X, Sin(X + 37) 


De bewering is dus juist. 


} 307 
30° === 0,52 rad 
180 
1007 » 
100° =— — = 1,75 rad 
180 
135 à 
135° = —— = 2,36 rad 
80 
En 3307 
330° == 5,76 rad 
180 
Niet juist. 


Juist. 
Niet juist. 


Juist. 


In figuur 0.25 is 
AB 
COS a = 


AB is met de stelling van 
Pythagoras te berekenen: 


AB = /100 —49 = /s51, 


zodat 


Ís1 
cos a = no 0,714 1... 


= —sin X, Sin(X + Sr) = —sin X. 
180 
—m rad == 30° 
6 Tm 

— mm. 180 
l n 
— mr rad == 45° 
4 mn 

2 

—m: 180 
2) 3 
— am rad == 120° 

TT 

7 

— mm « 180 

6 
— am rad == 210° 
6 Tr 


Niet juist. 
Juist. 
Juist. 


Juist. 


Figuur 0.25 
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b In figuur 0.26 is: 


Eed Figuur 0.26 
BC 1  __ 
sin a==== === 0,099 50…, 
A „101 C 
zn 
À 10 mn [an 
COS a= === == 0,995 03… A 10 B 
AC /101 
c In figuur 0.27 is: 
en Figuur 0.27 
LON Ee 
(NGE Ee N 
/ 3 C 
BC 10 /| 
sina==—==—===0,957 8 / 
AC /109 /\ 
ie 4 
/ ‚10 
4 
/ 
104 | 
dn Ee 
Ar TSB 


b 3 
0.87 a sin B berekenen we in AABC; sin B=—=—= 0,75. 
nt 


c sin B berekenen we in ABCD; sin B = daten 0,444. 
a 
d sin B berekenen we in ACDA; sin B= en 0,428 … 


e sin a berekenen we in ACDB; sin a=— met a= \p? +h?, zodat 
a 


3 
sin a=—= 0,6. 
in a 5 


0.88 _ Het bekend zijn van twee zijden a en ben één niet bijbehorende hoek 
doet denken aan de cosinusregel: c? = a? + b2 — 2ab cos y. Invullen van a, b 
en y geeft: c?2= 25 +64 — 80 - 0,309. > c= 8,017 … 


0.89 Bij twee gegeven hoeken is de sinusregel misschien bruikbaar. We missen y 
(bij c). Maar yis bekend, als derde hoek in een A: y + B + « = mr dus 
y=m-B-a=0,141 5... 


Cc b 10 b 
nn nn mt 0 64,435… 
siny sin B sin (0,141 5.) sin(2) 
5628 
siny sina 
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0.90 a In figuur 0.28 is CD de hoogtelijn uit C. 


0.91 


De betrekking waarin CD voorkomt, is: 
N CD CD 
Sin a=—== 
AC 8 
De hoek a is niet gegeven, maar kan met de 
cosinusregel worden bepaald: 


a? =c?+b?—2cb cos a > COS a = 0,531 25; 


sin «= /1 —cos?a=0,847 2.… 
CD 
sin « = Te — CD=8- 0,847 Daas 
EOV en 


In figuur 0.29 is CE de zwaartelijn uit C. 
De hoek a is bekend; voor CE geldt nu: 


CE? =AC? + AE? — 2AC- AE - cos 
> CE=64 +9 -—48-0,531 25 
> CE? =47,5 
> CE=6,8920... 


In AADC van figuur 0.30 kunnen we AD be- 
rekenen met de cosinusregel als y bekend is: 


AD? = CA? +CD?—2CA-CD- cos y 
AD? =372 +512 —3774-cos y 


cos y berekenen we eerst in AABC met weer 
de cosinusregel. 


Resultaat: AD = 20. 


Figuur 0.28 


Figuur 0.29 


Figuur 0.30 


C 
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Le — ag is aan sin ais 1 — cos(a — x) = 1 — sin? x, hetgeen 
bed - = 


— COS* x-sin® X— 2 sin X COS X + COS° X= 
xn“ 2-00sx=1l+1=2 


€ ísinx- cosa —2tanax-Cos x= 


rd 3 3 sin X 
sin? x-2sinz-cosx-COs 2-2. COS X= 
COS X 
sin? x-2sinx-cosz-cos x-2sinx-Cosx=1 
d 1 1 1 1 1 cos? 
sin®x tan*x sinx sin°x sin?x sin?x 
cos° x 
1—cos?x sin? x 
sin?x _ sin?x 
0.3.2 Goniometrische formules 
Opdrachten 5 _Ergeldt: sin(x + y;= sin x cos y + cos x sin y 


Nemen we in deze formule y= x, dan komt er: 

sin(2xj= sin 2 cos x + Cos x sin x 

& sin{2xj = 2 sin 2 - cos 

COSÍZXj = CO5ÍK + Aje COA CORA — SN X° Sin X 
=COs 1 — sin? 7 
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= tan Xx + tan x 
tan(2x) = tan(X + N= 
l-tanx-tan x 


2 tan x 


_1-—tan?x 


6 COS (2x) = coS° Xx — sin? x, als hier cos? x uit moet verdwijnen, dan proberen 
we cos* x= 1 — sin? x; dat levert: 
COS(2x) = 1 —sin® x-— sin? x= 1 —2 sin? x 
COS(2x) = COS° Xx — sin? x= COS° X — (1 — COS° X) = 2 COS Xx —1 


7 sin(2a) = /1 —cos(2a)= Ál-i=VE=3 


N 
> sin(4a) = 2 cos(2a) - sin(2a) =2- 4-3 V/2=dV2 


Vraagstukken 0.94 


Tabel 0.2a 

«(rad) 0 in in jn ja in in Ea a 
sina 0 } 3\2 N3 1 3N3 32 ï 0 
cos a 1 IN3 5v2 $ 0 == 3 A 
tan a 0 13 1 v3 Ne ede 0 
cot a v3 1 3v3 0 —3N3 1 3 

Tabel 0.2b 

a(rad) In in Blad Ja in in Um 2 

sina — —IN2 —3V3 —1 —iN3 —}V2 -} 0 

cosa —}N3 A2 — 0 î 2 IN3 1 

tan a 5N3 1 v3 3 1 43 0 

cot a v3 1 13 0 43 1 3 


0.95 a We moeten overstappen op x, dus de halveringsformules toepassen: 
cos(2x)= 1 — 2 sin? x 
> 1 —cos(2x) =2 sin? x 


ee 5 p 7 …_ 1 —cos(2x) 
Verder is sin(2x) = 2 cos Xx - sin x. Dit levert ingevuld in —_: 
sin(2x) 
1 — cos(2x) 2sin? x sin Xx 
= = 7 = =tan Xx 
sin(2x) 2sinx:-COSX COSX 
sin X 2sin $X-Ccos $X : 
b ee T=tan 5X 

1 + cos x 2 cos? (5x) 


0.96 _ sin ais gegeven en sin(a + }m) moet berekend worden. We kunnen sin a ‘vrij 
maken’ uit sin(a + Jm) door de somformule te gebruiken: 
sin(a + 4m) =sin a- cos Jm + cos a sin 4 
=3.J4+cosa-}/3 
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0.97 


0.100 a 


0.101 a 
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Omdat sin? a+cos?a=1iscos?a=1—(3)? = 5. 
Dus geldt cosa= £ /}{ = £ 3; omdat a in (5m, m) is cos a negatief, 


cosa= —1 > sin(a+ bm) = H+ (-D)- A3 = bh /3= -0,392 8. 


na 


sin(X +) =Sin X- COS y + COS X- sin y 
8 vl VI -5= 6 


COS(X — y) = COS X + COS y + Sin X- sin y= Ò$ 


U 


T+ 1 
tan (X + } jede 
1-a 


sin(2y)=2sin y-cos y=2:0,6-(£0,8) > 
sin(2y) = 0,96 of sin(2y) = —0,96 


In opdracht 6 vonden we cos(2x) = 2 cos? x — 1, dus ook: 
COS X= 2 cos°(5x) — 1. Uit cos x = 0,62 volgt nu: 
0,81 =cos®(}x) > cos }x=0,9 of cos x= —0,9. 


In opdracht 6 vonden we ook cos(2x) = 1 — 2 sin? x, dus ook 
cos(2wt) = 1 — 2 sin (wt). Uit cos(2wt) = 0,68 vinden we —0,32 = —2 sin (wt 
Dus sin (wt) = 0,4 of sin(wt) = —0,4. 


cos(2y) = 2 cos? y — 1. Nu is cos y is nog onbekend, maar uit 


l l 
tan? y + 1 = —— volgt cos? y. Er geldt: Ja? + 1=_—, wat neerkomt 
" COS* y cos“ y 
op cos? y=} 
Als we dat invullen in cos(2y) = 2 cos? y — 1, dan vinden we 
cos(2y)=j—1=—|. 


In opdracht 6 vonden we cos(2x) = 2 cos? x — 1, wat hetzelfde is als 
1 + cos(2x) 
2 3 


In opdracht 6 vonden we ook cos(2x) = 1 — 2 sin? x, anders geschreven: 
En — COS(2x) 


COS(2x) + 1 = 2 cos? x ofwel cos? x= 


sin? 


Deze formules komen nogal eens voor in technische toepassingen. 


We moeten nu zowel halveren als verdubbelen. 


1 cos p= # en cos(2p) wordt gevraagd; een verband tussen beide cosinussen 
is: coS(2p) =2 COS? p—1=—% 


2 cos p= | en cos Jp wordt gevraagd. Uit vraagstuk 0.100 weten we dat: 


1 + cos 
cos) == 
2 
l+è 
> cos (do) =— 5-08 


> cos(be) = —/0,8 of cos(}e) = JOS 
(Afhankelijk van het kwadrant waarin 3o ligt.) 


0.102 a 


Opdrachten 8 


10 


11 


Vraagstukken 0.103 


1 cos(2e) = — % ongeacht de ligging van g; in de berekening was het kwa- 
drant van 2e niet van belang. 
2 Hoek Je ligt in (jm, 7), zodat cos(3p) < 0. 


COS(Ì @) = — Jos voldoet hier dus (en Jos niet). 


tana levert cosa via 1 + tan? a = 


en cos(2a) = 2 cos* a — 1. We vinden 


cos* 
zodoende cos(2a) = 3. 


Als 2a de hoek is die de gestippelde lijn met de X-as maakt, dan is « de hoek 
die de getrokken lijn met de X-as maakt, met tan a =$ (=r.c. van y= JX — 4). 
De r.c. van de gestippelde lijn is tan(2a). 


2 tana er ee 7 


l-tan?a 1 — in 

De vergelijking van de gestippelde lijn is y= $X + b. Omdat (O, 1) op de ge- 
stippelde lijn ligt, geldt: O= {+ 1 +b,b=—: 
De gezochte vergelijking is dus y = $X — 4. 


tan(2a) = 


0.3.3 Goniometrische vergelijkingen 


Geen uitwerking. 


cos a = —OC en cos B = —OC, dus cos « = cos B = — } /2 (=cos(2)). 
_ feos(2e) =cos a=cos(im) — Up= jr + Uhr 
COS(2p) = COS a = COS(—j TT) — 2p= im + kr 


(alles delen door 2) 
Voor e vinden we dan: p= & Sm + km 


De waarden van sin(x + a) liggen in [-1, 1], dus moet ook 
5 À 
= 1 zijn, omdat sin(x + a) =— —. 
Ja? hb 


lS 
Ja? +b? 


b be 
tan a=—. Op [O, 2] komt de waarde — minstens twee keer als tangens- 
a 


a 
b 
waarde voor. Met tan a =— is « dus nog niet bepaald. Voorbeeld: als b = —1 
d 
—l , 
en a= 1, dan geldt: tan Einer —-1l>a=imofa=jn 


1 


Omdat cos a= === eej 2 weten we dat « in het eerste of vierde 
Ja? + b? /2 
kwadrant ligt; dan is «= 4. 


We geven alleen de uitwerkingen met behulp van de formules die aan het 
begin van paragraaf 0.3.3 worden gegeven. 


sin x= 3/2 =sin(- 4m) 
ms X=-lm+2krofx= mn —(— lm) + 2kr 
> X=-lm+2kmofx=in+2kn (kinZ) 
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0.104 a 
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cos(2x) = } = cos(} mr) 
> UWX= tint+2knex= Eintkr 
Dus x= — im, Am, èm, Am, Bm, Bm. zijn oplossingen. 


x= gn +k 


3x= bm + 2kmr of 3x= Ôr + 2e 
> X= ikt knof x= in + Sk (kin Z) 


X=-imtkmofx=intkm (kin Z) 


sin? x=} © sin x, =} of sin x= —} 
Xr t2krofx,=ijnt2kn (kin Z) 
Xa omt 2kmofx,=jmt+2kr (kin Z) 


1 Ï 
> En TAKT of den ohh (kin Z) 


1 1 
Cos x= d2=cos jn 


l 
tan x= —1 =tan (ar) 
4 


> Xen tkn 
4 


sin(2a) = cos a. We kunnen alleen twee sinussen volgens de formules van 
het begin van paragraaf 0.3.3 oplossen. Van cos « maken we dus sin(4 — a? 
sin(2a) =sin(} —a) > 2a= (bm — a) + 2kmr of 2a = 7 — Gr — a) + 2km. 

We gaan deze twee vergelijkingen oplossen: 3a= Jar + 2km of a= Jm + 2km, 
zodat we voor a vinden: 

a=smtäkm of a=brt2km (kinZ) 


cos* a = sin a. Met de formules uit paragraaf 0.3.3 lukt het niet om deze ver- 
gelijking in één keer op te lossen. Om één vergelijking met één sinus te krij- 
gen werken we cos? a eruit met cos? « = 1 — sin? «, zodat: 
l-sin?a=sina & sin? a +sina—1=0 

—-1t/l+4 


> mass 


© sin a= —1,618.… of sin « = 0,618 .… 
sin a= —1,618… heeft geen oplossingen voor a; 
sin a= 0,618. =sin(0,67…) & a=0,67… + 2km of «= 2,47 … + 2km 


C 


12 sin x— 5 cos x= S is van het type a sin x + b cos x =c. In voorbeeld 0.29 
hebben we gezien hoe de theorie voor het oplossen van deze vergelijkingen 
toegepast kan worden. We werken eerst 12 sin x — 5 cos x uit: 

12 sin x—Scosx= /144 +25 « sin(x + @), met tan a= 72, dus a = (met de 
rekenmachine) —» = —0,394 7.…. Omdat « in [O, 2] moet 
liggen en omdat tan a = tan(a + ”) = tan(« + 2m) enzovoort, nemen we voor 
a= 0,394 7... +7 =2,748 8... en «= —0,394 7.… + 2m = 5,888 3.… 

Omdat de cos a positief en de sin « negatief is, ligt « in het vierde kwadrant, 
dus is « = 5,888 3.… 

12 sin x— 5 cos x= S is dus gelijk te stellen aan: 

/169 - sin(x + 5,888 3...) = 5 

e sin(x + 5,888 3...) == sin 0,394 7 … 

> (X+5,888 3...) = 0,394 7… + 2km of (X + 5,888 3...) = 2,746 8… + 2kr 
> X= 5,493 6... + 22km of x= —3,141 S… + 22km 

(P.M.: de laatste oplossing bevat voor k = 0 ook x = —m, kun je dat verklaren?) 


sin? X—cos?*x=0 & sin? x-—(l -—sin?x)=0 e 2sin? x= 1 


WS l 
2 of sinx= —=/2 


DE 
> sin? x= © sin X==v 
2 2 2, 


l l 
es sin X= Sin E ) of sin x= sin (- ) 
4 4 


l l 1 
> X=-mt2km of X=m-—mt2kn of x= ——m + 22km of 
4 4 4 
l 
zen (or) 2km 
4 
1 Á 3 4 1 Sj) 
Kes Zegt + 2km of tm w tkn of keg AT of x= + Uk 


sin x=2+sinx e sin? Xx—sinx—2=0 

> sin x= —l of sin x= 2 (met behulp van abc-formule) 

Omdat sin x= 2 geen oplossingen heeft, gaan we alleen verder met 
sin x= —l: 


1 1 1 
sinXx=-l=sinf—-n| @ X=-—-n+2kn of X= 7 — (ar) 2e 
4 4 4 
1 5 
SS X= nm +2km of x= + 22km 
4 4 


COS 2x—sinx=0 © 1-2sin?x—-sinx=0 > 2Zsin?x+sinx—1l=0 


—-1£V1+8 


> sin x= Ie (met behulp van abc-formule) 


l 8 Ti E 5 TT 
es sinXx=— of sinX=—l © sin x= sin ) of sin x= sin (5) 
2, 6 2 


T TT 
> x= + 2e of Xen + 2e of x= +2 of zer (-5) + 2e 


3 
Satin op mon 
6 6 2 2 
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Opdracht 12 


Vraagstukken 0.105 


0.106 


0.107 a 


0.108 a 
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0.3.4 Enkele veel voorkomende oppervlakten en inhouden 


Voor zowel de inhoud van een kegel ($mr?h) als van een viervlak geldt: } van 
het product van de hoogte vermenigvuldigd met de oppervlakte van het 
grondvlak. 


Oppervlakte ellips is Tab; voor a = b krijgen we de oppervlakte van een 
cirkel: ma?. 


s=arwordt dan s= 2mr, de omtrek van een cirkel; voor a = 27 is S inder- 
daad de cirkelomtrek geworden. 


O = Jar? wordt dan O = nr? de oppervlakte van een cirkel. 


Als de straal van de aarde R [ml] is, dan is de lengte van het touw op het aard- 
oppervlak ZR [m]. Eén meter boven het aardoppervlak is de lengte 


2(R + 1) [m]of ZR + 2 [m]. Het touw hoeft dus maar ongeveer 6 meter 
langer te worden. 


De straal van het sinaasappeltje is r [m]. Eén meter boven de sinaasappel is de 
omtrek 2m(r + 1) = Zr + 2m [m]; dus ook dan moet het touw ongeveer 6 me- 
ter langer worden. 


Rekenkundig is de lengtetoename bij 1 meter verhoging, ongeacht de 
grootte van R: 2m(R + 1) — 2mR= 2m = 6,3 [ml]. 


In figuur 0.32 is de oppervlakte van 


AABC gelijk aan 5/1 -c. Figuur 0.32 
HES 6-9 = /27 Er NE 
D 
De oppervlakte van AABC is gelijk aan: AN 
VE ERGEENE AR 5 
De totale oppervlakte van het viervlak KN 
is: 4 | 
j / 6 STG 
. =S 4 -zf 
4.9 3-36 /3 / a id 
Ait ' [ /8 
Lie he ze „ | / 
A ns | P 
3 B 


b_ In figuur 0.33 is h = DD’ waarbij 


DD' = VAD? - AD'2, AD =6 Figuur 0,33 

en AD' = 2 /3 (AD! is namelijk 2 deel D 

van AE=3 B, zie onder a) 4 

> h= \36-(2/3?= /24=2/6 4 Ì 6 

De inhoud van het vierkant is dus: 6 / ht VZ 

la fz EG 4 {6 
12/69 /3= 18/2 OE 
/ 6 { ze /3 
Á ie BSI JE 
en | 43 
Kien 


0.109 __ Om de oppervlakte te berekenen, slaan we de kegel volgens figuur 0.34a 
open en slaan hem uit (zie figuur 0.34b). De gehele cirkel heeft als opper- 
vlakte: mb? Het getrokken deel heeft een omtrek 2mr. De gehele cirkel heeft 
een omtrek 2mb. De getrokken oppervlakte is dus een evenredig deel van de 
cirkeloppervlakte. 

O= mb? mrb 
2mb 


In ons geval is b= /h? +r*= /109. 


O=nrb=m:3. /109 =98,397.…. cm? (zonder grondcirkel-schijf). 


Figuur 0.34a Figuur 0.34b 


2nr 


b ArR3-—änr3=dm(6®— 3%) = 791,68. cm? 
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0,111 


0.112 


0,113 


0.114 
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JN 


De bol verdwijnt geheel in het water. De volumetoename is dan: 

Am33= 36m = 113,09. cm* 

Omdat het grondvierkant een oppervlakte heeft van 64 cm?, is de hoogte- 
113,09 … 

toename: ——— = 1,76... cm. Er loopt geen water over de rand (want de 


waterspiegel lag 2 cm onder de rand). 


De inhoud van de kegel is: }-6- m- 3? = 56,548.… cm* 
Net als in vraagstuk 0.111 is de hoogtetoename te bepalen met 
56,548 


64 


= 0,883... cm. 


De massieve bol verdwijnt geheel onder water. De volumetoename is dus: 
Anrs= $72° =33,510.… cm° 
De oppervlakte van de ee is ri =O = 28,27 cm? 

3,5 10 


De hoogtetoename is te LS Ss CIN 
28,274 


Het volume van de bol is 33,510 3.… cm*. In het cilindrisch maatglas is nog 
5% ruimte of 0,05 + 10 - m7 - 9 = 14,137 1. cm*. 


De rest, 33,510 3 — 14,137 1 =19,373 2.… cm°, loopt dus uit in het beker- 
glas. 


Toets leereenheid 0.3 


sin X + 3 COS X= Mio. sin(x + «) 
tana=3 > «=3 [inv] [tan] =1, es „of a= 4,390.… 


3 
Omdat cos « (5 en sin a= beide positief zijn, ligt « in het eerste 
J1o Tô 


kwadrant en geldt dus dat sin x + 3 cos X = Jio. sin(x + 1,249 .…). 


Nu is: 
sin(3y)=-} e& sin(3y) =sin(—Àm) 

— bm + 2km of 3y= (lm) + 2k 
> y=-bmtikmofy=it+ dkm, kin Z 


sin(4t) = 2 sin(2t) cos(2t) 

cos (2t) is bekend (= 0,8) en sin(2t) = /1 — cos°(2t) = /0,36. 

Omdat 2t in het tweede kwadrant ligt, is sin(2t) positief, dus sin(2t) = 0,6. 
sin(4t) =2-0,6- 0,8 = 0,96 


We weten dat cos (4) = 2 cos°(2t) — 1, zodat: 
0,2=2cos?(2t) -1 > 1,2=2 cos°(2t) 

es 0,6 = cos°(2t) 

> 0,774 = cos(2t), 
want (2t) ligt in het vierde kwadrant. 


4 a Zie figuur 0.35. 


Figuur 0.35 
Sn 
| | 
| | 
Pei | 
; = waterpeil na inbreng cilinder 
Ë EE =A 
E kan | En wattsi cilinder 
4 ls 
RE een 
| sl et dl 
Vl - ES 


Gevraagd wordt hoe groot x is. Het volume van het cilinderdeel is 
X-m4 cm*. Het volume van het water is 40% van 216 cm*, oftewel 86,4 cm*. 
Het watervolume en de inhoud van de cilinder zijn samen gelijk aan de in- 
houd van het kubusdeel met hoogte x, dus x « 36 cm*. We mogen dus note- 
ren: 

36x= 86,4 + dax 
23,43...x = 86,4 

X= 3,687... cm 


b Voordat de cilinder in het water zakte, was de waterinhoud 86,4 cm*. 


86,4 
De hoogte van het waterpeil was toen nog = 2,4 cm (= 40% van 


6 cm.…). De stijging is dus 1,287 … cm. 


5 _a Ook hier geldt: de inhoud is $ X hoogte X oppervlakte van het grondvlak; de 
inhoud is dus }- 146 - 230 - 230 = 2.574.467 m* (= 2,6: 10° liter). 


b Zie figuur 0.36. 
De hoogtelijn in het zijvlak heeft Figuur 0.36 
een lengte van 


/115? + 146? = 185,85. m. 


De totale zijdelingse oppervlakte 
is dus 

4.185,85 - 115 = 85.492 m?. 
(Hoeveel voetbalvelden zijn dat?) 
De totale oppervlakte, inclusief 
die van het grondvlak, is dus 
85.492 + 2302 = 138.392 m?. 
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sin(}m —x)= cos x. Erstaat dus tan?x+1= ‚ hetgeen een correcte 


cos? x 
formule is. 

cos°x sin? x 1 
cot? x +1 NS 

sin?x sin?x sin? x 


Ook deze formule is dus correct. 


De volgende tabel verkregen we met behulp van het spreadsheetpakket MS- 
Excel. We gaan uit van de zijde van een ingeschreven gelijkzijdige driehoek 
in een cirkel met straal 1. (Lengte zijde = NE =1.2320…) 


N Ss s’ benaderingvanpi afw. vane“ 
3 1,73205080756888E+00 2,59807621135332 5,43616E-£ 
6 1,73205080756888E+00 1,00000000000000E+00 3,00000000000000 1,41593E-- 
12 1,00000000000000E+00 5,17638090205041E-01 3,10582854123025 3,57641E--- 
24 5,17638090205041E-01 2,61052384440103E-01 3,13262861328124 8,96404E-T 
48 2,61052384440103E-01 1,30806258460286E-01 3,13935020304687 2,24245E-- 
96 1,30806258460286E-01 6,54381656435523E-02 3,14103195089051 5,60703E-: 
192 6,54381656435523E-02 3,27234632529736E-02 3,14145247228546 1,40181E-S 
384 3,27234632529736E-02 1,63622792078743E-02 3,50457E-- 


3,14155760791186 


25165824 4,99342704389852E-07 2,49671352194928E-07 3,14159265358975 7,54952E-: 
50331648 2,49671352194928E-07 1,24835676097464E-07 3,14159265358979 O,00000E-: 


Met behulp van Derive gaat het het gemakkelijkst als we gebruikmaken van 
het ITERATES- en het VECTOR-commando. Het rijtje getallen in de hierna 
ingevoerde variabele s zijn de achtereenvolgende waarden voor $’. De com- 
ponenten van de vector b zijn gelijk aan N/2 — 3 - 2M° met k 0, 1, 2, … 
Opmerking: De componenten van een vector kunnen in Derive afzonderlijk 
worden opgenomen, bijv. s, doors SUB 1, ...,S,doors SUB n,enzo- 
voort. 

In regel 7 wordt opdracht gegeven om de corresponderende elementen van £ 
en s met elkaar te vermenigvuldigen; dit levert de achtereenvolgende bena- 
deringen van m. Ten slotte worden de verschillen tussen de benaderingen en 
het getal 7 berekend. De regels 1 en 2 worden ingevoerd via het menu- 
onderdeel options, de regels met de nummers 3, 5, 7 en 9 met het menu- 
commando Author; de overige werden verkregen via approXimate. 


#1 Precision:=Approximate 

22 PrecisionDigits:=16 

#3 B:=ITERATES(SQRT((1-SQRT(1l-(s/2)°2))“2+(s/2)°2),s,SQRT(3),6) ;Approx.(=3 

#4 [1.732050807568877, 1, 0.5176380902050415, 0.2610523844401031, 
0.1308062584602861, 0.06543816564355228, 0.032723463252973561 


#5 D:=VECTOR(3*2°k/2,k,0,6,1) Approx. (#5 

#6 [1.5, 3, 6, 12, 24, 48, 96) 

#7 VECTOR((s SUB m) * (b SUB m), m, 1, 7) ;Approx. (=7 

#8 [2.598076211353315, 3, 3.105828541230249, 3.132628613281238, 
3.139350203046867, 3.141031950890509, 3.141452472285462] 

#9 VECTOR(pi-s SUB m*b SUB m‚m,1,7) ;Approx. (=1: 


#10 [0.5435164422364773, 0.1415926535897932, 0.03576411235954406, 
0.008964040308554998, 0.002242450542925981, 5.607026992835527*10" (-4), 
1.401813043310957*10° (-4)] 


Doe zelf meer stappen. Tot hoeveel stappen kun je, in verband met de inge- 
stelde precisie, zinvol gaan? Ga ook eens uit van een ingeschreven vierkant 


(N= 4). Zie je kans de formule voor S’ op te stellen voor een omgeschreven 
regelmatige veelhoek? 


Eindtoets hoofdstuk O 
xt — 10x2 +9 =(x2— 1 (2-9) = (XD (X + D (X- 3) (X + 3) 


Noem de straal van de nieuwe, grotere, bol R. De inhoud van de eerste bol is 
dar? die van de tweede bol $7 RS; er geldt: 
dmR*=2. dar? 


De straal van de bol die een twee keer zo grote inhoud heeft, moet dus v/2 
keer zo groot worden. 


De gegeven vergelijking is een vierkantsvergelijking in p: 100p? + pq + 1 =O, 
zodat voor p geldt: 


Zie figuur 0.37. 
Het grondvlak is een gelijkzijdige driehoek Figuur 0.37 
met oppervlakte: 
behrf3-r= hr. /3 
De inhoud van een regelmatig viervlak is: 
Ih.Ar2. {3 
De hoogte is h = ir/6. De inhoud is dan 
5e ir/6 3 13 Lref2: 
De toename van de inhoud als r toeneemt 
van r tot r + dis dus: 

de /2(r+d)* — Jar? 
= Jar + 3r2d + 3rd2 + d*—r*) 


= 12 /23ra(r td) +d®) 


led 6x-3 5 
Nu is: EE) 5 miek Figuur 0.38 
en HIDE 
es 6Xx— 3 + 4x — Ox Er, 4 7 
—6x+9 3- 

4x3 —3 Zi 
e= 1- 

—6X +9 0 
> x=bf3ofx=-} 3 —1 
De grafieken van 4 5 

6x — 3 
Jm en y=X al ' 
MEET rd ZE TO eet 2 ES 
zijn (dun) getekend in 
figuur 0.38. 


6x—3 ú : 
De hyperbool Jaen ligt boven of op de lijn y= 3x als x in 11/3, 3) of 
—6Xx 
in(e, 4/3}. 
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6 a Nuis 
T(b = 10+60-2-:'<30 als 60-2-:! <20 
SME) 
> -StIn2< -In3 


In 3 
es t>2.—=3169 9. 
In 2 


Dus na 3 minuten en ruim 10 seconden is de kroket kouder dan 30° C gewor 
den. 


b Zie figuur 0.39. 
Figuur 0.39 


Tin'c 70 
60 
50 - 
40 
0 ------- 


tin min. 


c Nee, in dit model blijft T > 10, omdat 60 - 2-:' nooit gelijk aan O wordt. 


a 
log (» «log rod 


log p + log (los Goo) 


log p + log(log a — log 100) 
log p + log(log a — 2) 
Verder vereenvoudigen is niet mogelijk, de bewering is dus onjuist. 


7 Uitschrijven geeft: 


a \? 
log | log ze 


UI 


8 __10sin(3) = 53 & sin(3x) = 1 /3 =sin(- Lm) 
> X=-bmtikmof x= dant km; in (O, m) vinden we dus Sm en $m. 


9 sin(2B)=2sinBeosB=2-(-4/3-t= 13 


10 _ De oppervlakte van de bol is: 410? = 4007 cm? 


De oppervlakte van de cilinder (met onder en bovenkant samen: 2 - mr?) is: 
2-m102+ 2m: 1Oh = 2007 + 20mh [cm?] 


Als h= 10 (cm), dan is de cilinderoppervlakte ook 4007 cm?. 
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52 8/39 = 4(13 — 2 /39) = 2,040 016 02. 


De computeralgebrapakketten weten zich geen raad met de vergelijking. Als 
we de aanwijzing volgen, Krijgen we de vergelijking: 0,6*= 1 — 0,8. Plotten 
van linker- en rechterlid toont een snijpunt bij x= 2. Er bestaat geen ander 
snijpunt, want het linkerlid is een voortdurend dalende functie en het 
rechterlid een voortdurend stijgende. 


1/73 — 1) = 2,514 667 915. 
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Praktijksituatie 


o 


365,25 
Voor t= —10 (dat is 21 december) is de cosinus gelijk aan 1; $(—10) = — 23,4 
de zon staat dan recht boven de zuiderkeerkring. Voor t= 173 is de cosinus 


gelijk aan —1. Het is dan 22 juni, 8(173) = 23,4°. De zon staat dan pal boven 
de noorderkeerkring. 


De uiterste waarden treden op als cos ( (t+ 10) ) gelijk is aan 1 of -l 


Geen uitwerking. 


Op de evenaar geldt B = 0. Dus: 
2 p, 
L fi t = 12 ed i . = 
(0, t) + 15° arcsin (tan (B)) - tan(ô(t)) = 12 + 15° 


2 
12 + TH «0 = 12 uur, voor elke t. 


- arcsin(O - tan (8(t)) = 


Geen uitwerking. 


5 e 1“situatie (22 maart): t= 81 en B=51,97°, Dan geldt: 


360 
8(SI) = —23,4° - cos ( — 
365,25 


o 


(81 + Lo) = —0,1258° 


L(S1,97°, 81) = 12 + 


rond) 


- arcsin(tan(51,97°) - tan(-—0,1258°)) = 12 uur (afge- 


15° 


e 2“ situatie (21 september): t= 264. Dan geldt: 


360° 
5(264) = -23,4° cos 5 
365,25 
2 
L(S1,97°, 264) = 12 + 15° - arcsin(tan($1,97°) - tan(—0,02516°)) = 12 uur (af- 


"(264 + 10) = —0,02516° 


gerond) 


e Op 22 maart begint de lente (zon boven de evenaar), op 21 september begint 
de herfst (zon weer boven de evenaar). 


6 Situatie 30 juni: f= 181. Dan geldt: 


o 


365,25 
Voor L= 24 moet gelden: 


(181) = —23,4° « COS ( (181 + to) =23,1576° 


2 
L(B, 181) = 124 Too -arcsin(tan(p) - tan(8(181))) = 24 


15 
e arcsin(tan(B) - tan(8(181))) = 5 (24 — 12) = 90 
> tan(B): tan(8(181)) = sin 90° = 1 
l 
tan(B) == 2,33795 
> An en gasn) 
> B= 66,84° 


1.1.1 Notatieafspraken en grafieken 


Opdrachten 1 Het moment van loslaten is t= 0. Uit 320 = St? volgt = 8, dus D= [0, 8] en 
B‚=[O, 320). 


2 Zie figuur 1.1. 
Figuur 1.1 De grafiek van s= 52 


s 350 
300 
250 
200 
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<n 


Vraagstukken 
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1.1 


1.2 a 


1.4 a 


_n 


Uit x — 2y? = 10 volgt y?=}x— 5. 


y=Vix-5alsyz0 of y= —Vjx-Salsy <0. 


De functie is een dalparabool, dus D‚=R en B‚=Rj. 


D‚=R, behalve x= 1 en B‚=R, behalve y = 0. 


9x? 20, dus D‚=[—3, 3]en B‚=[0, 3]. 


D, =[Ren B, = [- fo, 16). 


x2-x-1220ofwel(x- 4) (x+3) 20, dusx=-3ofxzd. 


D‚=R" 


10 —x2= 0 ofwel x? = 10, dus D,= hefi0s 


l + X 
DE 


=0, dus D‚=[—1, 2). 


he 


Zie figuur 1.2. AB =|; 


Pythagoras: BC = /400 — 1? 


Voor de oppervlakte van de rechthoek 
geldt: O= 1! /400 — 12 

400 —12>Oen > 0: D, = (0, 20). 
Omdat bij elke waarde van / precies 


één waarde van O hoort, is O een 
functie. 


Zie tabel 1.1. 


Tabel 1.1 
1 0 1 0 1 0 1 0 
0,5 9,996 9 3 59,321 2 5,5 105,758 9 8 146,542 4 
1 19,975 0 3,5 68,919 8 6 114,4727 8,5 153,882 9 
1,5 29,915 5 4 18,3837 6,5 122,942 8 g 160,745 1 
2 39,199 5 4,5 87,692 3 7 131,145 0 9,5 167,197 3 
2,5 49,607 8 5 96,824 6 1,5 139,053 7 


Maak nu zelf de tabel af. 


J10j. 


Figuur 1.2 


Volgens de tabel is O maximaal voor /= 143. 


| 
| | 


Door meer waarden voor / te nemen, dus door voor ! kleinere stapjes te ne- 
men. (Met name in de buurt van /= 14,5.) 


1.5 a 
b 
Opdrachten 3 
4 
Vraagstukken 1.6 
a 


Figuur 1.3 De grafiek van f(x) = |x| + 2 


De kostenfunctie K(x) is afhankelijk van het aantal gereden kilometers x. We 
maken onderscheid tussen x = 125 en x > 125. Er geldt dan: 


X 


45,- + 5" 0,90 als x= 125 


K(x) = ; E 
45, +5 0,90 + (x-125)-0,25 alsx> 125 
Kx) = 45 + 0,1125x als x= 125 
D= 113,75 +0,3625x als x> 125 


We berekenen: K(300) = 13,75 + 0,3625 - 300 = 122,50 


1.1.2 Absolute waarde 


‚ 3x-2 als x= 
3x —2| = 


—-3X+2 als XS 3 


De uitwerkingen gaan op dezelfde manier als in de voorbeelden 1.5-1 en 2: 
Zie figuur 1.3. 


X+2 
el 2 = 
xl +2 KeS 


b Zie figuur 1.4. 
2x 


k als x 20 
x+ [xl = 0 


als x <0 


als x= 0 
als x <0 


Figuur 1.4 De grafiek van f(x) = x + |x] 


Zie figuur 1.5. 


—2x+1 als xX< —1 
Ix-2l+lx+1|= 43 als -1Sx<2 
2x—1 als x= 2 
Zie figuur 1.6. 
x2-_x als x= 1 


ien 1e 


—X2+Xx als xX<1 
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Figuur 1.5 De grafiek van f(x) = |x— 2] + |x+ 1} 


1.7 


1.8 


1.9 


Opdracht 5 


Vraagstukken 1.10 


11 


)- 
1,5 - 
jd 
0,5 - 


va 


Figuur 1.6 De grafiek van f(x) = x- |x — 1] 


—-2x-—1 als X< —2 
Ik-il+lx+2l=j 3 als -2Sx<1, D‚=R, B‚=[3, >) 
2x + Ì als xz 1 
1 
1 En als x>0 
={ 2 D‚=R", B‚=R" 
x+ |x/ 
bestaat niet als x 50 


Ja, want dit is de definitie van een wortel. 


1.1.3 Samengestelde functies 
COX) = Jr +2eng(f(x)) = /X+2. 
5 Ì 
Bijvoorbeeld f(x)=—= en g(x) =sin(2x). 
Je 


Uit f(g(x)) =x volgt 2 - g(x) + 1 =x, zodat g(x) = Jx — 


1.12 a D‚=R behalve 0. 
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xl (-x)2-1 
bf) HC) 
Xx =X 
sci sci " 
EN + EEn We {breuken gelijknamig maken) 
x2-l —x?+1 
Xx Xx 


6 1 
c ror) + = 
Xx Xx 1 
Xx 
l 
4 En mess 
AN Ne 
BE En rr [breuken gelijknamig maken) 
x 
x2-1 1x? 
= + =0 
X Di 


1.13 a f(X) — f(X + 1) =[ax? + DA + c] — [ax + DP + DX + 1) + Cc] = —2ax — a — bs; 
deze uitdrukking bevat geen x?. 


b f(X) —2-f(X+ ID Hf +2) 
=[ax? + bx +c]— 2[alx + 12 + 2D(X + 1) + 2e] + [aA + 2)? + DX + 2) +] 
AN? + DX +C— Zax* — 4aX — Za — DX — 2b — 2C + ax? + 4ax + 4a + DXx+2b HC 
= 2a; deze uitdrukking bevat geen x? en geen x. 


ce fw) -3-fAHID+H3-f(A+H2) (AH 3) = 
=[ax? + bx +c]— 3[alx + 12 + 3b(X + 1) + 3e] + 3lalx + 2)? + 3D(X + 2) + 3e] 
—[alx +3) + b(X + 3) + cl] 
=aX? + DX + C— 3ax? — Gax — 3a — 3bXx— 3b — 3C + Zax? + 12ax + 12a 
+ 3DX + 6b + 3C — ax? — Gax — Ya — bx —3b —Cc=0 


1.14 a (EW) = (JX + ID? 4243 


b g(fW)= JX +2+1= Jx2+3 
€ ff) 242 Zer AXE Ar Zer AEG 
d g(x-l= Jx 
e f(gX—I)=Xx+2 
1.15 Nee, want als we in het functievoorschrift van f(x) voor x de waarden g(x) 
invullen, krijgen we: f(g(x) = Jx+1 — len deze uitdrukking is niet te ver- 


eenvoudigen tot x. 


3 1 
1.16 Ja, wantuit f(g(x) =3- g(x) + 1= 5 +1 volgt g(x) = en 


1.1.4 Functies van meer dan één variabele 


Opdrachten 6 Geen uitwerking. 


7 l+x+y20,dusD,:x+y El. 
De uitkomst van een wortel is altijd groter dan of gelijk aan O, dus B‚=Ró. 
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| Vraagstukken 1.17 a 


b 


1.18 a 


Opdrachten 9 
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Boven de poolcirkel wordt het ’s zomers niet donker (dus L = 24) en wordt 
het ’s winters niet licht (dus L = 0). Dit zijn de uiterste waarden voor L, dus: 
B, =[O, 24). 

Daglengte in Rome op 21 december (t= 354 en B = 41,82°): 


360 
(354) = —23,4° cos 
365,25 


o 


(354 + 10)) 23398 


2 
L(41,82°, 354) = 12 + 15 - arcsin(tan(41,82°) - tan(—23,39°)) = 8,96 uur 


Daglengte in Reykjavik op 21 december (t= 354 en B = 64,1°): 


o 


$ 360° 
Ò(354) = —23,4° cos er (354 + 1o)) = —23,39° 
365,25 


2 
L(64,1°, 354) = 12 + 15’ arcsin(tan(64,1°) tan(—23,39°)) = 3,6 uur 
rextyesl; B:0Szsl1 


D‚:xenyinR; B: 15251 


D‚:xenyinR; B‚:R 
Dy: -1S(X+p) Sl; B‚:0SzZE1 
1 Vv 
(prs) nnn 
T= We VERVE pe pbe a ab 
R K R ER U IRW RVE 
f a _R-.T ave RT a 
n= ‚ dus p= —_. 
Va Vb Pv ve 


1.1.5 Inverse functies 


1 1 
ff (pr) + l=x-l+l=X 


Er geldt steeds dat f—(f(x)) = x, conform de definitie van inverse functies. 


pied 
fw) =x?-1 

3 
-Utel+- 
gt) B 


stelt t+r4 


12 De grafieken zijn getekend in figuur 1.7. 


Figuur 1.7 


Vraagstukken 1.19 a f'(x) = jX-— 4; zie figuur 1.8. 


Figuur 1.8 f(x) =3Xx+ 4 en f'(x) =JXx—} Figuur 1.9 De grafiek van f(x) = f-'(x) =} 


y=3X+4 


Xx 
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1 
b f-1x)= zE zie figuur 1.9. 
e fx) =x?-1 Pasop: D‚=[—-1, >); zie figuur 1.10. 


1 
dE Ne zie figuur 1.11. 
Xx 


1.20 a f-'W)= Yx; zie figuur 1.12. 


bft ls Pas op: D‚=R'; zie figuur 1.13. 


Figuur 1.12 Ax) =x3 en f-1(x)=\x Figuur 1.13 f(x) =—x2 en f-1(x) =N-x 
1- 7} 
De y va 
0,6 - le 
0,4 - 
02- g N 
0 
02 - 
04 - E25 
06 - Ee. 
08 - 
1 Ni 1 1 1 1 1 1 1 : 1 4 au 1 1 1 ! u 
—1 -0,8-06-0,4-0,2 0 0,2 0,4 06 08 1 2 15 1 05 0 0,5 1 A 


ce fw) = YX+1 Pasop: gekozen is voor D,=R"; zie figuur 1.10. 


lx 
dan Oe 
Xx 
zie figuur 1.14. Figuur 1.14 Al) = en fx) = Et 


15 - 
10 - | 


1.21 Ja, want als we het stramien om een inverse te bepalen volgen, vinden we: 
y=V2-3eyl=Xt-3 eye VPL +3 


Omdat x = /3 kiezen we het voorschrift x = Jy? +3 en we verwisselen ver- 
volgens x en y; we krijgen f-1(x)= VXx2 +3. 
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EE EN - . ) pl 
122a gl) = VA -— dis de inverse functie van f(x) = Xx? + 4. 
X+3, ' t 3 
8 = is de inverse functie van f(X) =——. 
2x 2x 1 
8) = EX 3 is de inverse functie van f(x) = 3X + 2. 
8) =Xx*— Sis de inverse functie van f(x) = VX + 5. 
b 
Tabel 1.2 
flglx)) g(flx)) 
flx)= x2+4en glx) = vx-4 Xx Xx 
3 _X+3 
Nx) =e en glx) =S Xx Xx 
Ax) = 3x + Zen gla) = JX Á Xx Xx 
flx)=vx+5englx)=x2-5 Xx Xx 
Verklaring: de functie f voegt aan een waarde van x de functiewaarde f'(x) 
toe. Omdat de functie g de inverse functie is van f‚, voegt deze aan f(x) de 
waarde x toe. Dus g(f(x)) = x 
Eenzelfde redenering geldt voor g(f(x)). 
1.1.6 Cyclometrische functies 
Opdrachten 13 _arcsin(l) =$, arcsin(O) =O, arcsin(— 5 J» =-n 
14 _Drt=[-1, 1}, Bf! =[0, #] 
Vraagstukken 1.23 a arccos(l) =O, arccos(O) = 5m en arccos(— 5 NZ) = in. 
1/3 k 
b arctan(l)= 4m, arctan(O) = O en arctan(— 4 /3) =arctan | ——= |= — im 
3 
1.24 a 
Tabel 1.3 
x arcsin;X x arcsin;x x arcsin}x 
4 —1,5708 =l 0,252 7 2 0,523 6 
_3 —0,848 1 0 0,000 0 3 0,848 1 
—2 —0,523 6 1 0,252 7 4 1,570 8 


b arcsin(}x)is in tabel 1.3 maximaal voor x= 4 en minimaal voor x= —4. 
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c Zie figuur 1.15. 


Figuur 1.15 f(x)=arcsin dx 


4 
y 2- N 
1,5 = / 
1- zi 
0,5 - eed 
0 — ee > 
05 - Pl 
| ER 
| 1,5 -/ 
—2 a} 1 1 1 ij 1 1 1 1 
| 4 3 2 A1 —0 1 2 3 4 
| X 
1.25 a 
Tabel 1.4 
NN [DT 
í Xx arccos(2x) Xx arccos(2x) Xx arccos(2x) 
—0,5 3,141 6 0,1 1,7722 0,3 0,927 3 
—0,4 2,498 1 0,0 1,5708 0,4 0,643 5 
—0,3 2,214 3 0,1 1,369 4 0,5 0,000 0 
0,2 1,982 3 0,2 1,159 3 
b arccos(2x) is in tabel 1.4 maximaal voor x= —0,5 en minimaal voor x = 0,5. 
c Zie figuur 1.16. 
Figuur 1.16 f(x) = arccos(2x) 
y35- 
gE 
25- N 
2- Pae? 
1,5 - pe es 
1- Das 
0,5 À AN 
0 EN ET T EE NEE > 
0,4 —0,2 0 0,2 0,4 
Xx 
1.26 a 
Tabel 1.5 
nn " 
x arctan(!) Xx arctan(!) x arctan(!) 
—10 —0,099 67 —0,1 —1,471 13 1 0,785 40 
—5 —0,197 40 0,01 —1,560 80 3 0,321 80 
—3 —0,321 80 0,01 1,560 80 5 0,197 40 
_| —0,785 40 0,1 1,471 13 10 0,099 67 
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b 


C 


1.27 a 


1.28 a 


1.29 


Die 
arctan G is in tabel 1.5 maximaal voor x = 0,01 en minimaal voor 
X 


x= —0,01. 


Zie figuur 1.17. 


Figuur 1.17 f(x) = arctan(!) 


-1S3x-1Sl es 0sxSi;D,=[0, 3]; B;wordt [—m, 7]. 

Alternatieve oplossing: 2 arcsin(3X — 1) = 2 arcsin 3(x — 4). 

De grafiek ontstaat uit de standaardfunctie y = arcsin(x) door deze grafiek $ 
naar rechts te verschuiven en de grafiek ten opzichte van de lijn x = } hori- 
zontaal met 4 te vermenigvuldigen en ten opzichte van de x-as met 2 verti- 
caal te vermenigvuldigen; dat betekent dat het domein [O, 3] wordt en het 
bereik [—r, mr]. 


-IS-t+jSle -JSt5Sj;D=[l-4, 31; B,=[0, Sm]. 

Alternatieve oplossing: y = 4 arccos(—t + 5) = } arccos — (t— 4), de grafiek 
ontstaat uit die van de standaardfunctie door deze } naar rechts te verplaat- 
sen, ten opzichte van de lijn x = } horizontaal te vermenigvuldigen met —1 
en verticaal te vermenigvuldigen met 4. Hieruit zijn D,en B, af te leiden. 


D,=sin R; B, ={(—Jm, Jm) 


-1Stv-1Sslelsvss; D= [1,5]; B‚=[-4 2m, 3/2] 


2—h 5) 
a = arCCOS 2 


opp. gearceerde deel = opp. cirkelsector — opp. driehoek 


=b2a-22-4-2. J22-(2-h)?.(2-h)=4a-(2-h)- Jah —h?. 


Cosa = 


a = arCCOS ( > ). Dan is de oppervlakte van het gegolfde deel 
2-h 
4 arccos 5 —(2—-h)- V4h —h?. 
2-h 
De inhoud is nu 16 arccos ( 5 ) —4(2-—h). V4h —h?. 


Nee, want het bereik is | — EE a 6 
22 
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1.30 


Opdrachten 15 


16 a 


Nee, want arctan(—1) = — Jm. 


1.1.7 Toepassingen met computeralgebra 


Met Derive: 

;Options, Input, Word 
#1 InputMode:=Word 
2 MIJNSINUS (x) :=SIN(x*pi/180) 

Author: mijnsinus (30) = 
#3 MIJNSINUS(30)=1/2 

Author: mijnsinus (60) = 
#*4 MIJNSINUS (60) =SQRT (3) /2 

;Author: mijnsinus (45) 
#5 MIJNSINUS (45) Approx ( #5) 
#6 0.707106 


Bij het opstellen van de kostenfunctie K‚(x) moeten we rekening houden 
met het aantal gereden kilometers x. Beneden de 125 km is K‚ opgebouwd 


Xx 
uit de vaste kosten € 45 plus de brandstofkosten 5 0,80. Boven de 125 kilo- 


ke 


meter komt daar nog bovenop: (x — 125) : 0,25. Er geldt dus: 


0,80 als xs 125 
Kw) = 


Vv 
an 
ee] 
nn 


45 + 5 0,80 + (x—125)-0,25 als x 


Na herleiding kan dit worden geschreven als: 
45 +0, lx als xS 125 

K‚@w)= 
13,75 +0,35x als x> 125 


De kostenfunctie K„(x) is opgebouwd uit de vaste Kosten € 57,00 plus de 


2x 
brandstofkosten A5 1,45. Na herleiding geeft dit het volgende resultaat: 


Kx) = 57 + 0,2417x 


b Zie figuur 1.18. 
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Figuur 1.18 
K 180 
160 


120 


0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 
X 


Vraagstukken 1.31 


1.32 


1.33 
t/m 1.36 


c Als de afstand tussen oud en nieuw adres 100 km is, dan moet er 200 km 


worden gereden. We berekenen: 
K‚(200) = 13,75 + 0,35 - 200 = 83,75 en 
K(200) = 57 + 0,2417 - 200 = 105,34. 


Geen uitwerking. 


Invullen van de gegeven (x, y)-coördinatenparen in de algemene vergelijking 
van de cirkel geeft de drie vergelijkingen: 

a? +b?=r?; (70 -a? +(30—b?=r?; (90 — a)? +(150 — bt =r? 

We gebruiken de eerste vergelijking om in de overige twee de term r2 te eli- 
mineren: 

a? +b?=(70 — a)? + (30 — hb)? 

a? + b?=(90 — a)? + (150 — b)? 

Het oplossen van deze twee vergelijkingen tegelijkertijd is iets te moeilijk 
voor Derive. Een uitweg is met behulp van de eerste vergelijking a uitdrukken 
in ben de gevonden uitdrukking voor a invullen in de tweede vergelijking. 
Dat geeft één vergelijking in b die wel kan worden opgelost. (Gebruik 
Simplifyen Variable substitution.) 


#1 a°2+b°2=(70-a)"2+(30-b) 2 

#2 a°2+b°2=(90-a)"2+(150-b) "2 ;Solvelt1l, a) 

#3 a=(290-3*b)/7 ;Sub(#2, a) 

ze4 ((290-3*b)/7) “2+b°2=(90-(290-3*b)/7) “2+(150-b) “2 
;Solve(t#4, b) 


#5 b=1350/13 ;Sub(#3, b) 
#6 a=(290-3#(1350/13))/7 ‚Simp (#6) 
#7 a=-40/13 

#8 r:=SQRT((1350/13)°2+(-40/13) “2 ;Simp (#8) 
iE9 10#*SQRT(18241)/13 

#10 v:=SQRT(7.5*r) ;Simp (#10) 
sell 5#27744561° (1/4) /13 Approx (411) 
#12 27.9139 

#13 v in km per uur:=60*60*v/1000 Approx (4##13) 
#14 100.49 


De gevraagde snelheid is dus v= 100,49 km/uur. 


Voor uitwerkingen: zie cd-rom. 


Toets leereenheid 1.1 


4-x=jX als xS4 
|4-—xl=ix > x=} of X=8 
X-4=jX als x>4 


Ja, want vanwege de bestaansvoorwaarden van de wortel en van de breuk 
moet gelden: 2x? — 3 > 0 
Hieruit volgt de gestelde bewering (met behulp van een tekenoverzicht). 


Ja, want vanwege de grafiek van de functie is het de bovenste helft van de 
cirkel met middelpunt O en straal 2. 
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BN 


1 


a 


leaf 


2x? -3X+5=0 als x= 0 
—2x2-3x+5=0 als x<0O 
De bovenste vergelijking heeft geen oplossingen, de tweede vergelijking 
heeft als oplossingen x= —1 of x= $. Van deze twee oplossingen voldoet al- 
leen x= —1. 


2x-|xl-3x+5=0 > | 


Het geldt voor a en c. Niet voor b. 


, 3x 
Ja, want uit y= 


2 volgt yx — 2y = 3X — l en dus yx — 3X = 2y — 1, zodat 


2y-1 
On 
y-3 
Verwisselen van x en y geeft de gestelde bewering. 
Nee, want op [O, 3] heeft f(x) een minimum. 
Xx 
x-3 : 
Ja, want f(g(x) =————. Als we deze breuk vereenvoudigen door teller 
Xx 
le: 3 
x-3 E 
en noemer met x — 3 te vermenigvuldigen, zien we dat de gestelde bewering 
juist is. 


Nee, want er moet gelden: 4x in [—1, 1], zodat het domein is: [— 3, 4}. 


HNE bn ee dr 
(X)) == (f(X) = UWE x)) =2 
SER 8 EE fr 


Plotten van de functies toont op welk interval de inverse functies bestaan en 
wat hun bijbehorende bereik is. 


D, +=R en B‚=R 
Dev =[- 2, 21 en Bos =[-An, Jel 
D,…=R en B, 1=R* 


Di: =[1, 7] en B: =[-0,008, 0,092] 


en 


Opdrachten 


Leereenheid 1.2 


Rijen en reeksen 


1.2.1 Rijen 73 
1.2.2 Reeksen 75 
1.2.3 Enkele nieuwe afspraken en symbolen 78 


Toets leereenheid 1.2 82 


1.2.1 Rijen 


—4, 0, 4, 8, 12,.….; elk volgend getal wordt gevonden door 4 op te tellen bij 
zijn voorganger. De eerstvolgende twee getallen zijn 16 en 20. 


3, 5,8, 12, 17,…; het verschil tussen twee opeenvolgende getallen wordt tel- 
kens met 1 verhoogd. De eerstvolgende twee getallen zijn 23 en 30. 


L, 2, 6, 24, 120,.…; het quotiënt tussen twee opeenvolgende getallen wordt 
telkens met 1 verhoogd. De eerstvolgende twee getallen zijn 720 en 5 040. 


8, 4, 2, 5; elk volgend getal wordt verkregen door de voorganger door 2 te 
delen. De eerstvolgende getallen zijn } en 4. 


De eerste term heeft altijd index 1, dus de laagste waarde van n — 1 is 1, ofwel 
er geldt: n — 1 2 1, dusn = 2. 


= 100, c=-10. 


Het verschil tussen twee opeenvolgende getallen is steeds 50. a = 1.000 en 
c= 50. 


a = 100, c= 100, dus v,= 100 + 100(n — 1) = 100n. 
a = 100, c= —10, dus v, = 100 + (—10) (1 — 1) = —10n + 110. 


6 


Vraagstukken 1.37 a 


b 


1.38 a 
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De eerste rij is rekenkundig, want v,—v‚_, = 4. 


t 
De vierde rij is meetkundig, want —-= 5. 
nl 


De tweede en de derde rij zijn noch rekenkundig, noch meetkundig. 


Tabel 1.6 
ee 
jaar kapitaal jaar kapitaal jaar kapitaal 
0 € 1.000,00 4 € 1.360,49 8 € 1.850,93 
1 € 1.080,00 5 € 1.469,33 9 € 1.999,00 
2 € 1.166,40 6 € 1.586,87 10 € 2.158,92 

3 € 1.259,71 1 € 1.713,82 


Na n jaar geldt: K‚= 1,08". K. De eis is: K‚= 1,08” Ko > 2K , dat wil zeg- 
gen 1,08” > 2. Hieruit volgt > 9,006 47. Ofwel na 10 jaar is het kapitaal groter 
dan € 2.000. 

Rekenkundige rij: c= — 1 
Rekenkundige rij: c= — 5 Jz 
Rekenkundige rij: c= — 12 


Omdat log 32 = 2: log 3 en log 3* =3 - log 3, enzovoort, is dit een rekenkun- 
dige rij met c= log 3. 


Meetkundige rij: c= 10 


Meetkundige rij: c= „5 


Rekenkundige rij: c= 

Meetkundige rij: c= log 5 

Meetkundige rij: c= —2 

Meetkundige rij: c= 3 

Rekenkundige rij: c= 4, 

Meetkundige rij: c= a 

Als we voor n achtereenvolgens 1, 2, 3,… invullen, krijgen we 
—3, —9, —27,… 

Dit is een meetkundige rij met c = 3. 


Het gaat om derij 1, 3, 4, …. 
Deze rij is niet rekenkundig en ook niet meetkundig. 


Het gaat om de rij 4, 7, 10, 13, …. 
Dit is een rekenkundige rij met c= 3. 


Opdrachten 


1.39 


1.40 


1.41 


1.42 


1.43 


1.44 


Het gaat om de rij 12, 36, 108, …. 
Dit is een meetkundige rij met c= 3. 


Het gaat om de rij 13, 37, 109, …. 
Deze rij is niet rekenkundig en ook niet meetkundig. 


Deze rij is niet rekenkundig en ook niet meetkundig. 

Een meetkundige rij met c= —1. 

Een rekenkundige rij met c= — 10. 

We voeren een berekening uit zoals in voorbeeld 1.18 van het leerboek. 
Het gaat om de ongelijkheid (1,06)” « K, >= 2: Ko. 

Hieruit volgt (1,06)" > 2, ofwel (#1) log(1,06) = log (2). 


Hieruit volgt» > 11,895 66, dus we nemen » = 12, dat wil zeggen dat na 
12 jaar het kapitaal is verdubbeld. 


Het gaat om de ongelijkheid (1,03)”. K‚ > 2 « K (1 is het aantal halve jaren). 
Hieruit volgt (1,03)" > 2, ofwel (#1) log(1,03) > log(2). Hieruit volgt 
ne 23,449 77, dus n= 24; na 12 jaar is het kapitaal verdubbeld. 


Het is een rekenkundige rij met a = 10 en c= 5. 
v, =d + (nt — De, dus v,= 10 + S(H — 1) = Su + 5. 
Stel v,= 720; Sn + 5 = 720, dus n= 143. 


Het is een meetkundige rij met a= jen c=2. 


Er geldt t„=a -c*=*, 

1024 = 4.2" 154096 =2" bj n— 1 =?log 4 096 = 12; n= 13 

We beginnen met een startkapitaal K‚. Na 1 jaar is dit kapitaal aangegroeid 
tot K‚ = K‚ +0,06K,, na 2 jaar tot K‚ = Ko + 0,06K, + 0,06K, en na #1 jaar tot 
K‚„= Ko + 0,06 - nK,. We moeten dus de vraag beantwoorden: K‚„ > 2: Ko, 
ofwel: K‚ + 0,06 - nK > 2K. Hieruit volgt: 1 + 0,06n > 2en dus n > 16,67. 
We nemen n= 17. 


Bewering a is juist, want het verschil tussen twee opeenvolgende termen 
neemt steeds met 1 af. Bewering b is ook juist. 


Nee, want dit is een meetkundige rij met a= 1 en c= 2, zodat uit 
a-ct-l=2"-1=2048=2!! volgtn= 12. 


Voor uitwerkingen: zie cd-rom. 


1.2.2 Reeksen 


We laten het hier alleen zien voor de eerste rij: 
Ss S4=(-4+-4+0+8+H20)—(-4+-4 +048) =20= us 


1.2 Rijenen reeksen 75 


10 


1 


12 


13 


Vraagstukken 1.47 


1.50 a 
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SS (Ui FU teg) Wy Hp Eat) ZU, 
Raadpleeg voorbeeld 1.20-2. We hebben hier een rekenkundige reeks met 
v,=Zenc=2en n volgt uit 1.000 = 2 + (n — 1): 2en is gelijk aan 500. Als 
we de formule toepassen vinden we: s,= 5 « 500 - (2 + 1.000) = 250.500 


lc! 


Voor n= 1 geldt: s,=a =A= U, 


1 —c? ‚a-da+d 
=( 
lc 1-c 


Voor n= 2 geldt: s,=a =all+C)=ad+ac=U| + U, 


1 ii a 1 —(—5)® 


lc 1} 


= 2,000 061 


1, 2, 4, …, 1 024 zijn termen van een meetkundige rij. We moeten alleen n 
nog bepalen. a-c"-t=1l-2"1=1024=210; n= 11. 
lc" 1-2! 


Siu =d =l: = 2047 
l-c 1-2 


1,3, 5,7, …, 101 zijn termen van een rekenkundige rij met a= len c=2. 
n volgt uit de formule v, =a + (n — Icof 101 = 1 + (nu — 1)2 en levert n= 51. 
Voor ss, vinden we: ss, =} + S1- (1 + 101) = 2.601. 


v,=a + (H— De, dus 720 = 10 + (n — I)S. Dus n= 143. 
10 +15 + 20 + … +720 is dus s,,4 = 5 * 143 - (10 +720) = 52 195. 


De getallen S, 10, 15, …, 625 zijn termen van een rekenkundige rij met a=5 
eG 


n volgt uit de formule v, = a + (n — Dcen levert 77 = 125. 
Dus: s,=j: 125: (S + 625) = 39 375. 


100, 98, 96 …, 44 zijn termen van een rekenkundige rij met a = 100 en 
c= —2en „volgt weer uit de formule v, = a + (n — Ic, zodat n = 29. 
Dus: n=} - 29. (100 + 44) = 2 088 


1, —5, 4, roes Zijn termen van een meetkundige rij met a = len c= —}. 
n volgt uit de formule a « c”=t= 1: (—J)"-l= oi, zodat n= 11. 

TSC! 1 —(—5)!! 
Dus: s‚ zn nT 


= 0,666 99 
—C 1-—(-}) 


1,5, 4e oe, zorg Zijn termen van een meetkundige rij met a = 1, c= } en 
n=12.$,,= 1,999 5. 


Ss, = 25.560. 


1-0)? 
1-0) 
Rekenkundige rij met a= 6, c= —6 en v‚, =a + (12 — I)c = —60, dus 

Siz= 5" 12(6 + —60) = —324. 


Meetkundige rij met a= 4, c=}, dus s,,=4- = 7,998 0. 


c_Rekenkundige rij met a = #4, c= — Len v‚o = —3, dus 
Si2=t: 12E + —j)= 9. 


d Rekenkundige rij met a = a, c= aen v‚, = 12a, dus 
Si2= 5: 12(a + 124) = 78a. 
es 912 
enn = 3,044 56. 


lo 


e Meetkundige rij met a= },c= 5, dus So=}- 


1.51 Zie ook voorbeeld 1.21-3 van het leerboek. 
Van de net ingenomen pil op de honderdste dag is nog alles aanwezig. Van 
de dag daarvoor is nog een kwart over, van de dag daarvoor nog een zes- 
tiende, enzovoort. Er is dus nog aanwezig: 
Lt dt de + GD); een meetkundige rij met 100 termen 

es (4 ) 100 


Ss =S 
“100 
l - (4 


= 1,333 3 
1.52 Uitwerkingen op cd-rom. 
t/m 1.54 


1.55 a Sioo = NV + Voo) = Ll 000 met n= 100 en v‚ = 1. Hieruit volgt voo = 19. 


b Nu maken we gebruik van v,,=a + (1 — Dc. Hieruit volgt: 
19 = 1 + (100 — De, dus c= £ 


c« Met dezelfde formule berekenen we nu: vj = 1 +(3 - 1): A = 
d Evenzo: vi, = 1 + (221): 4 =$ 


1 (3) 


1.56 a Uits,,=a: 
1 — (5) 


= 10 volgt a = 5,002 4. 


b t,=a-cl?=5,0024- (5)'° = 0,004 89 


1.57 a Ergeldt: Ss, — So = (Vi + Va +…+ V20) — (VH Va toet Vo) = Viot Vinck eet Voo 
Dus: voo + Vi + Voo =(2:202+3-20) (2-92 #3-9) = 671 
—S,_ 1 = (212 +31) — (Zn — 1)? + 3(n — 1) 
=2n? +3n-2n°+An—-2-3In+3=dn+tl 


n n 


1.58 _ Voor derij van Fibonacci geldt: u, = 1, tt,= 1, U3=2, Uj=3, Us =S EN U =8. 
Voor n= 2, 3, 4, 5 vergelijken we linker- en rechterlid van de bewering van 
dit vraagstuk in tabel 1.7. 


Tabel 1.7 

n Up 1" Uae1 uz,+ (1)r 
2 ed 1+(-1P= 2 
3 1-3= 3 44l-1}= 3 
4 2-.5=10 9 + (—1)5=10 
5 3-8=24 25 + (—1)° = 24 


1.2 Rijen en reeksen 77 


| 1.59 a 


1.60 


1.61 


1.62 


Opdrachten 14 


15 


16 


17 


18 


19 


b 


C 


d 
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Er blijkt te ge UZ ui UZA UG EU US HUE Ug 
Algemeen: u? + uô,, = U, (1 > 1) 


Nu geldt: u, — U = U; Us — Uz = Ui Ug — Uy = Ui0 
Algemeen: u, — U, = Uz, (1 =3, 4, 5, …) 


De sommen t, blijken gelijk te zijn aan u, — 1. 


Nee, want 635 is de 64-ste term uit de rekenkundige rij met a = S en c= 10, 
zodat s,‚ = 20.480. 


Nee, want het linkerlid is de som van een meetkundige reeks met a = 5, 


1 l 
c=-l enuit }-(—i)"- == volgt n= 7, zodat 
Lenuit }:(-5) 2916 30 8 C 
WE 
Syst 0,250 1 < jj. 
1 (-5) 


1.2.3 Enkele nieuwe afspraken en symbolen 


XN k2=12422432 4424 52462 =91 
kel 
4 


Y =(k+12=024124 2243244230 
k 1 


9! 13! , 
—=9.8=72Zen—-=13:12=156 
7\ u! 


(11 + 2)! 
nl 


=(n +2) (n + 1) 


() nl n |) ni nl 
NRN ER (n= (nk 


Geen uitwerking. 


o)=on 


5 
(6) is niet gedefinieerd, omdat 6 > 5. 


siz en _R2- 11-10-9 


1.64 _ Probeer in deze uitdrukking het binomium te ontdekken. Er ontbreekt nog 
een factor, vandaar dat we 1°-* toevoegen: 
6 


kl 6 6 
DS) col) = 28) Le KDE (1 + (1D) =0°=0 


k-0 k=0 


Uitschrijven zoals in opdracht 14 is een alternatieve mogelijkheid. 


n nl nl 
1.65 Kl |t, 5 
k kl-(n—k)l (kN (un —k)! 


fl ì : (1 1)! nl 
n- =l- en 
k—1 (k-DI- (nn —-D-(k- 1D)! (k-ID!- (n—k)! 


l Lex be lj AES 
1:66 a te Ot nn > Xe 
OlT SLO 6 61 :6! 616. 


l l X 15-16 1 X 
+ me En == 
14! 16! 16! 16! 16! 16! 


7 7 7! 7! 
c )- ) > = er Nm NOL ed, 
5 7 —X St.2l (7 —x)l-x! 


alleen x = S voldoet hier. 


L Î 6! 1 

d == A= 

Xx 61 | 56 

1.67 l 

l 1 
l 2 l 
l 3 3 l 
1 4 6 4 l 


1.68 Mocht het met CA niet lukken, probeer het dan met een spreadsheetpakket! 


Opdracht 20 Omdat de telling begint bij k= 0. De tweede term is 
n 
( jar .bl=n-a"-t.b. 
1 
4 
Vraagstukken 1.69 a DN akb*-k=ab*+a?b?+ab+a* 
kel 
6 


b_ DX sin(Eka) =sin(4m) + sin(Zm) + sin(@m) + sin($m) + sin(@ mm) + sin(@r) 
kel 
ee ets 


EDS 


3 
c NY cos (km) =2+ /3 
PE 


1.2 Rijenen reeksen 79 


__ 


1.70 a 


1,71 


1.72 


1.73 


1.74 


1.75 a 
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10 /10 
X4y Ge n ) OLE 


=X10 4 10x°y + 45x%p2 + 1207 + 210x°p* + 252x°p° + 
210x*p® + 120x*y? + 45x2p5 + 102? + py! 


(2a + 3b)° = 32a° + 240a*b + 720a*b? + 1.080a?b* + S1Oab* + 243b® 


(2 -x)!° = 1.024 — 5.120x + 11.520x? — 15.360x* + 13.440x* — 
8.064x* + 3.360Xx° — 960Xx’ + 180x% — 20x° + x!° 


We ontwikkelen de tweeterm volgens het binomium en vereenvoudigen: 


1 ol 6l 61 1 
AX — Ee ger (5) 
i +) Xl k ) eek 4x 


k-0 

61 
Re 5 61 „(ACL 122 3 
Ko\ k 


De vijftigste term wordt bepaald door k = 49, dus de vijftigste term is: 


61 - 
4-x-25 
(5) 


We ontwikkelen de tweeterm volgens het binomium en vereenvoudigen: 


Ne, 3e PA 
(ee) 51). ooren (BY (P) oreeares 


Voor de coëfficiënt van x* geldt: 36 — 4k = 4, dus k = 8. 


12 
De coëfficiënt van x* = ( 8 |) -2*.38= 51963120. 


We ontwikkelen de tweeterm volgens het binomium en vereenvoudigen: 


EA ele BE 235 A15 


Voor de coëfficiënt van x® geldt: 60 — 6k = 0, dus k = 10. 


15 15 
De coëfficiënt van x° = 5) -3°.(-8)'= |) z(Sp 8E 


10 


15, 
Ja; want de coëfficiënt van de dertiende term = (es) (1)? = 6.188. 


Het invoeren van een naam van een variabele in Derive zal bij een lengte van 
twee of meer karakters niet goed gaan als dat niet via de menu-keuze 
Options is ingesteld. In regel 1 hierna zien we het effect bij het invoeren var 
(x-x1) * (x-x2). Als we kiezen: Options, Input, Word gaat het goed; zie 
de regels 2 en 3 hierna. 


#1 (xxl) * (x-x#2) 

#2 _ InputMode:=Word 

#3 (x-x1) * (x-x2) ;Expd (#3) 
#4 _x°2-xtxl-x*X2+X14X2 ;Simp (#4) 


1.76 a 


#5 x°2-x*(xl+x2) +xlex2 
* (xl) * (x-x2) = (x-X3} ;Expd(#6) 
+7 X 3x 2 (K1+X24X3) txt (X1*(K24+X3) +X2*X3) -Xl*X2EX3 


#8 (xl) * (x-x2) = (x-X3) * (x-xXÁ) ;Expd( #8) 
a) x°4 — X°3r(xl+x2+x3+KX4) + XC 2 (xle(X2+KI+KA) +X2*(X3+KA) +XFER4 — 
x*(xls(x2elxItxd)exIexd)ex2endend) + x1*Xx2eKJEK4 


#10 (x-xl)*(x-x2)*(x-X3) *(Xx-X4) * (x-X5) ;Expd( #10) 
+11 x°5 + 
Xx 4 (x1+X2+X3+X44X5) + 
x 3e (xl*(R24+KI+KAHKE) +X2*(X3+K4HK5) +X3*(X4+K5) +XAEX5) + 
Xx 2e (xls (x2*(X3+x4+K5) +X3S (X4+X5) +X4AX5) +X2* (XS (K4AX5) +x4*X5) + 
XIEX4EKE) + xe(xI (XZ (KI (X4AKS) +XAEX5) +RIEKAERE) +K2*KFEKAEXSE) + 
-xlx2ixJindex5 ;Sub (#11) 
12 x°5 
Xx 4e (-1+(-1)+(-1)+(-1)+(-1)) + 
XO 3e ((-1)*(-l+(-1)+(-1) + (-1)) + (-1) (1e (-1) + (-1)) + (-1) 
(-l+(-1)) + (-1)#(-1)) + 
XO 2*((-1)*((-1)*(-1+(-1) + (-1)) + (-1)* (14 (-1)) + (-1) *(-1)) + 
(-1)*((-1)*(-1+(-1)) + (-1) *(-1)) + (-1) *(-1)*(-1)) + 
xt ((-1)s((-1)*((-1) (lt (-1)) + (-1)*(-1)) + (-1) (1) (-1)) + 
+(-1)*(-1)*(-1)*(-1) 
=(-1)*(-1)*(-1)*(-1)*(-1) ;Simp(#12) 
#13 x°5+5*x°4+10rx°3+10rx 2+5tx+1 


Bij drie factoren: 
— a de coëfficient van x? is gelijk aan minus de som van de waarden van x 
waarvoor y gelijk is aan nul (de nulpunten); 
b de coëfficiënt van x! is gelijk aan de som van alle mogelijke producten 
van twee nulpunten van y; 
ce de constante term is gelijk aan minus het product van de drie nul- 


punten. 
— Voor de nulpunten x,, xs en X3 van de veelterm x* — S,x? + Sox — P geldt: 
Si Xi HA2 Ka, S2 =XjK2 HA2X3 HAA) On P= —(A{X3X3) 
— Als westellen dat x, =X, = X4; = —1, dan Krijgen we als coëfficiënten voor 


de veelterm: 1, 3, 3, 1. Dit is precies de regel uit de driehoek van Pascal 
Voorn =3. 
Voor vier en vijf factoren gaat het analoog. 


De rij b, bestaat uit de getallen 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, … 


Er geldt: 
=d 
b‚,=3=b,+2 
bz=6=b, +3 


b,=10=bz+4 


Algemeen: b,=b,_, +n (n > 1) 


Voor de getallen b,, geldt ook: 

b‚=1 

b,=3=b,+2 
by=6=b;,+3=b,+(2+3)=1+2+3 
b,=10=bj+4=1+2+3+4 
Algemeen: b,= $n (n + 1) 


1.2 Rijenen reeksen 81 


7 


8, 9 en 10 
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c De formules voor een algemene term van een (som)rij zijn vaak van de vorm 
aant ag ank +…+, + Ag. Na invoering van de puntenparen in het 


ze 


1 1 
CA-pakket krijgen we bij de vorm a,n? + an + dg als resultaat zr + 7 dat na 


factorisering omgezet wordt in Sn (n + 1). 


d Derij a, bestaat uit 1, 4, 10, 20, 35, 56, 84, … 


Een uitdrukking an? +a,n + a, lukt niet. Een uitdrukking 
Aant dn? + ad,n + do heeft wel succes. We vinden: 4n (1 + 1) (1 + 2) 


Toets leereenheid 1.2 

Ja, want: s,=} + 500 - (1 + 999) = 250.000 

L, 2, 4, 8, …, 1.024 zijn termen van een meetkundige rij met a = len c=2. 
n volgt uit de formule f,,= 1024 =a - c”_ ten levert n= 11. 


1-2 
= 2.047 
2 


Dus: s‚,=1l: 


We hebben hier te maken met de termen van een rekenkundige rij met a =G 
en c= 5. De waarde van » volgt uit de formule 500 — 0 + (1 — 1)S en levert 
n= 101, duss, = }- 101 - (O + 500) = 25.250. 


Volgens het binomium geldt: 


5 /8 Ss /8 
(2x + 9)5 = Zl) oro zl) kok. gB-k 


ke k-0 


De term met x° wordt bepaald door k = 3. 


8 
De coëfficiënt van x® is: (5) „2°.93= 1.306.368 


Ja, want volgens het binomium geldt: 
7 


7 (7 
(a+ 2b)? = zl | art abt zl |atarmt ot 
k K-o\k 


k-0 


De term met a*b* wordt bepaald door k = 4. 
7 
De coëfficiënt van a®b* is: () 2% = 560 


Probeer in deze uitdrukking het binomium te ontdekken. Er ontbreekt nog 
een factor, namelijk 1”-*. Voeg deze toe. 


2) col,) = ze) K-IJE= (1 + (-1))"=0"=0 


ke0 k 


1e; 25b;35>cG;4—a; 5 5d. 


Voor uitwerkingen: zie cd-rom. 


k 


Leereenheid 1.3 


Limieten en continuïteit 


1.3.1 Hetlimietbegrip 83 

1.3.2 Rekenregels 86 

1.3.3 Enkele veel voorkomendelimieten 87 

1.3.4 Limieten vanreeksen 92 

1.3.5 Berekenen van limieten met computeralgebra 93 
1.3.6 Continuïteit 95 


Toets leereenheid 1.3 96 


1.3.1 Het limietbegrip 
: NL A (RSZ 
Opdrachten 1 [)= me 2 
X- 


Toch invullen van x= 2 in Xx + 1 levert f(2) = 3, hetgeen in tabellen 1.7 en 1.8 
van het hoofdboek al zichtbaar werd. 


=X+l als X#2. 


2 We werken eerst de absoluutstrepen weg en bepalen dan 


5 3 3 3 
lim = lim en lim —_—=lim —_—— met tabel 1.8. 
xiz |x-2| xl2 X—-2 xt2 |X-2| xt2 —X+ 
Tabel 1.8 
x f(x) Xx flx) 
3 3 1 —3 
2,5 6 1,5 —6 
2,1 30 19 —30 
2,01 300 1,99 —300 
2,001 3000 1,999 —3000 
2,000 1 30000 1,999 9 —30000 
: : 3 
We concluderen dat lim = eo en lim = — oo, 


xt2X—-2 xT2 -X+2 


Vraagstukken 1.77 a 


Tabel 1.9 
x flx) 

| mm 

| 1 0,841 471 
0,5 0,958 851 
0,1 0,998 334 
0,01 0,999 983 
0,001 1 
0,000 1 1 


B b 
i Tabel 1.10 

ME 

B x f(x) 

h Emm a 
| | 2 0,142 857 
Mt 1,5 0,105 263 

' Í 1,1 0,030 211 

Í 1,01 0,003 3 

Î 1,001 0,000 333 

Í 1,000 1 3,33E-05 


Op basis van tabel 1.10 concluderen we: lim 


x 


fx) 


0,841 471 
0,958 851 
0,998 334 
0,999 983 


1 


7 sin Xx 
Op basis van tabel 1.9 concluderen we: lim ——= 1 


„0 X 


flx) 


—1 

—0,285 71 
—0,036 9 
—0,003 37 
—0,000 33 
—3,3E-05 


x2—2x+1 
eg 


1 xs 1 


c 
Tabel 1.11 
x flx) 
1 0,303 099 
0,5 0,560 981 
0,1 0,662 231 
0,01 0,666 622 
0,001 0,666 666 
0,000 1 0,666 667 


Op basis van tabel 1.11 concluderen we: lim En 


d 
Tabel 1.12 
x flx) 
1 0,841 471 
10 —0,544 020 
100 —0,506 370 
1000 0,826 880 
10000 —0,305 610 
100000 0,035 749 


flx) 


0,303 099 
0,560 981 
0,662 231 
0,666 622 
0,666 656 
0,666 667 


sin 2x 


wi 


x>0 3X 


Op basis van tabel 1.12 concluderen we: lim sin x is onbepaald. 
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Xp en 


1.78 a 


Tabel 1.13 
Xx flx) 
10 0,111 111 
100 0,010 101 
1000 0,001 001 
10000 0,0001 
100000 1E-05 


Op basis van tabel 1.13 concluderen we: lim q 0) 
xe KHT 
Tabel 1.14 
x f(x) 
-1 0,090 909 
—10 0,009 091 
—100 9,99E-05 
—1000 1E-06 
—10000 1E-08 
—100000 1E-10 
. F3 l 
Op basis van tabel 1.14 concluderen we: lim TEN 
xe X2 + 10 


Tabel 1.15 
x flx) 
10 0,333 333 
100 0,100 504 
1000 0,031 639 
10000 0,010 001 
100000 0,006 162 


Op basis van tabel 1.15 concluderen we: 


1 
lim — =0 
xe JX-1 


Tabel 1.16 

x f(x) 
1 0 
—10 —0,098 9 
—100 —0,01 
—1 000 —0,001 
—10000 —1E-04 
—100000 —1E-05 


X+1 


=0 


Op basis van tabel 1.16 concluderen we: lim 
xe XE 


1.3 Limieten en continuïteit 85 


1.79 a 


b 


1.80 


Opdracht 3 


Vraagstukken 1.81 a 


1.82 a 
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0) 
Bestaat niet. 
1 


oo 


Uit figuur 1.19 valt af te lezen dat: 
lim f(x) = —len lim f(x) = 1, dus lim f(x) = 1 bestaat niet. 


xio xto x—0 


Figuur 1.19 flx)= X 
Ix] 


1.3.2 Rekenregels 


Jima UL) — 800} = lim {f(2) + (-1) + g(X)} {pas toe rekenregel 3} 
kel = lie fC) + lim (-1)- g(x) {pas toe rekenregel 2} 
= lim U) + (-D “lim g(x) 

= Isa fx) — lim gon 


xda Xd 


We werken volgens voorbeeld 1.32. 


Es X2+2X-3 
an =S 
xl xt 1 x1 Xx — 1 
XE 23 
= lim x- lim 5 =l-j=? 
xl xl x*-—l 7 E 
is X3 + 2x2— 3X He im SAS Ks 
EE im ===. 42 
ES OINK DEES EET 251 3-1 tE 
, 10x* — 10x — 10 ; x3-_x-1 
lim e= lim 10-10: 1=10 
Eren xI4x+6 ee XS x+6 
Es Zell ‚ X-2x+1 DOES 
Ee, GOE Oe TE 


S= lim 
d ap x2 XZ 
1.83 lim - nr = Di 3, hetgeen ook uit een tabel blijkt. 
ts lim 
> im en 


1.3.3 Enkele veel voorkomende limieten 


Opdrachten 4 
Tabel 1.17 
sel at 
Xx f(x) = ze Xx flx) = zei 
10 0,794 328 102 0,063 096 
10% 0,398 107 1016 0,025 119 
108 0,158 489 1020 0,01 


} 0) 
5 a Invullen van x= 3 levert 0’ dus we ontbinden teller en noemer en we weten 


dat er in beide steeds een factor (x — 3) moet voorkomen: 


f x-3 Î x-3 
lim — on lim 


5 l 
- — = lim = } 
xo3 XS -9 vz (X+3) (A3) roa N43 


6 


Or ELS BEES) NS) EREN ES 
b De waarde x= 5 levert — lim = lim — _ = 
O xs 2X—-10 xs 2(x— 5) tes 2, 


c lim 
xl 8X—-4 


d De waarde t= 3 geeft problemen. We passen de worteltruc toe, zoals in voor- 
beeld 1.34: 
im 
im . = Ne Ee 
t>3 Vt+1-2 Jt+1+2 13 t4l—4 PE, 


f_ Ontbinden van de noemer doet vermoeden dat x — } ook een factor van de 


0) 
teller zou kunnen zijn. Invullen van x =} levert inderdaad ok We werken 


volgens voorbeeld 1.33. We weten dat teller en noemer de factor x — 3 
bevatten. Voor het ontbinden gebruiken we staartdelingen: 


x—}/ 8x? —1\8x2+4x +2 
8x — Ax? 
4x? 
Ax? — 2x 
2x] 
2x—1 
(0) 


1.3 Limieten en continuiteit 87 


ne ee 
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x-5/ 22° + XZ 1llx-6 \ 22+ 2x +12 


2x3— x2 
2x2 + 11x 
2x2— X 
12x —6 
12x —6 
0) 
Dus: 
fl 2x'sXx alle 6 (ZX 2X+4 12) (x—}) 
eli IE 
dl 8x* — 1 xl (8x? + 4x +2) (x —Ì) 


…—_ 2X2+2x+12 
=lim 


eh De Te 


2 


Ja, want: 


- S ; 4 
5 Nn ar lim {3 -—+ 
… 3X2-4rH5 NT X 
lim 5 = lim oe 
Xe 2E HINA 3 Xr en 3 , 7 
VE nhar lim [2+—- 
rt WE X 
ee: Rr, $ Ì 
lim 3-4. lim —+$- lim — 
13,4 en 2} xs Eren 6 vbiee A {1} 
: Od Ì 
lim 247: lim ——3. lim 5 
Xp eo x= ee Ä Dez 


Merk op dat het gedrag van deze functie f(x) voor gro 


2 


3) 
eindelijk bepaald wordt door 5 


„2 
ies be 


8 4 1 
…_ 8xt-4xrl x2 tn 
lim = lim =—8 
Nr en Xi +5 Xr em 5 
zhe 
2 
2y-— D= 
lim in lim y =4 
X > eo Uns XD eo Grt 
2 y 2 y2 


We werken volgens voorbeeld 1.35: lim 


Xp eo Z 


| 
EV ie 


VX2+1+ VX2+10 


XN > on 


Dus lim f(x)= lim 


Xr eo 


3x 
2x° 


te waarden van x uit- 


We volgen de werkwijze van voorbeeld 1.36: 
Stel 5x = p‚ dan kunnen we schrijven: 


8 sin(5x) p sin p sin 

lim = lim Dim Î- si l=% 
x—0 X po s P po P 

4 tan (2x) . tan an p 

lim -= lim — be lim ME l=? 
x—0 X po sp pO Pp 


We volgen de werkwijze van voorbeeld 1.38: 


; tan 5x …_ tan 3x 2x bo stanpen q } 
lim — = lir 5 — —. S= lim - - lim — Sed 
ro Sin(2X) x—o 5X sin(2X) 2 poo Pp qorosing 2 
__ tan?(2) ___ tan(2x) tan(2x) A AND 
lim -— ein : "$= lim lim ded 
vO GE x—0 2x 2x po Pp po Pp 
tan®(2x) 
mm K fn 


Noe = 
x—o Sin“(4x) 


We kunnen hier zonder problemen gewoon @ =O invullen, dat levert: 
cos*p—sin?p 1—0 


lim 5 en mie 
„0 COS*P Sin Pp 1+0 


We volgen de werkwijze van voorbeeld 1.40, dus stel 
2 x 1 2u | nj2 
lim (15) = lim (: +) = lim (es) | =C? 
ND en X nes HI nr eo HL 
3 Ax 1 nj 12 
lim (. +3) = lim (es) | =d 
ee Xx na n 


lim (l + t)% = lim {Ll + 6)}5 =e* 


to to 


ayssr E ì 5 
lim (1-5) = lim (1 +p)"= lim {(l +p)r}? =e? 
3x p—0 


po 
Invullen levert niet de onbepaalde vorm ‘1 *’, maar ‘eo **, dus: 


lim (1 + )2®= co 


pe 


Bedenk dat N/ =t: me dus: 


1\ 1\t EA 
lim (: +5) = lim (+5) )}: = lim e“!=e?= 
t— oo t te t 1 


Sl 
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Vraagstukken 1.84 a 


1.85 a 
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ype 
1 
2 ES 
1 — 3x? in E 8 
e= [ir =—i 
He Bn 23 
—+2+3X + 4XE rn 
X NEN 
Dy Deh 
(2424  4+4hah?-—4 __ h(4+h) 
lim — = lim = lim - 
h>O h h—>O h h—O 1 
me ‚sin ax 8 
l bx 
sin }x sin sin p 
li Ln DT B 
x—0 3X po 6p x_0 pp 


4 P n'. 
Type (1+2)a 2 


2 3x 
lim (: +5) = lim 
iS X ne 


Ik DE 
YI 0 
n st +25? ‚ s2(s* + 2) É s*+2 
lim )- lim 5 )- lim ( 5 ) = 
EW ANO s—o \s“(s*— 1) s—o \S*—1 
À (0) 
Uy pende 

(2-2 1 —Ì a —Ì 
ch pn = lim EI le lim E =0 
sl UE 32 ur (W-D)(U-2) ur UZ 


We hebben hier niet te maken met de onbepaalde vorm 


onze kennis van de limiet lim 


Sida 


l 
— =0. Omdat 0 
X 


…_ sin}x 
dat lim ———= 0. 
xe 3x 
lim (1 + 5x): = dn (1 + p)r = lim {(1 + p)7}2° = 020 
x0 po 
+1 
1 2 ál 2 2 
Ine Ji 4 1 
Xe X ye le ys eo — 
e JSEhnls JT SONG 
lim lim Zes 
nO0 h h—O h LS +h+ /s 


En BE n- Sne JS) En RETE 


= lim (4+hi)=4 


n—O0 


‘ ’ 


—’, we gebruiken 
0 8 


\sin xl < 1, geldt ook 


sin [2x sin (2x 1 i 
em SE en 
x10 Xx xio Xx pio sp EEn Pp 
2, 5), tan 
d lim van (5 |= tim —-tan p= lim en 
X > eo sd pop n—0 Pp 
EL 
ens EE 
XE HX Xx 
e lim > = lim ml 
Nr ke Nd en | 
XxX aes 
X ze 
Xl (Xl —Ì 
f_ lim 4 | = lim =lim ee 
xTi Xl xT1 (X+1) (4-1) xt X+1 
4 - 1 —l(y-1) 
g lim 5 = lim 3 
vin |Y +y 


8 =0 
yin VE+y 


1 
Zie ook opdracht 9h en stel p =— 
u 

lim Al + p)* Pe lim 


IA” dn 
( + ‚) 5 lim Ú r di I 
pio n H 


f VX+9-—5 \ Vx+9 us NP 
1.86 a lim UM 
XN 1E Xx—16 x— 16 x—16 TS +5 
ren X-+9—25 En l N 
= lir lin — = 
xml (X—16)-(Jx+9+5) xr16 Jx+9+S W° 
b lim 


li Ai Jx+ Ja 
a en Jim Jr- Va Jr+ Ja 


x-—a)- (Jx+ Ja 
= lim SEINEN De lim (Jx H Jay =2 Ja 
xd Xd 


xd 


_ (+131 
c lim 


_ X343X24+3X+1-1 
= lim 
x—0 X x—0 X 
x-(X2+3X+3 
lien rn 
x—0 X x—0 
3 dx 1 — 12 1 nj-12 
d lim (+5) = lim (+5) = lim Ie) } (ee 
XX X nr en mn U eo n 
3_25 X-(X—-S5) (X+S X-(X+5 
e lim 5 TE = lim TE A eg 
x—>S 5 —X x5 S—X x5 —l 


Xx—4 Xt 2X 


: rr EN 
xd xx 2x x/x+2x 
4) ÁX+20) 
= lim TTT 


= lim 
xd x3 — 4x? 


1.87 Geen uitwerking. 
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1.3.4 Limieten van reeksen 
Opdrachten 10 Onbepaald; als c > 1 dan wordt c” willekeurig groot; als c < — 1, dan wordt c” 


afwisselend positief en negatief en willekeurig groot. 


11 _ Voorde rij geldt: a = len c= —}. Omdat —1 <c < 1, is de bijbehorende reeks 
convergent, dus: 


A en rar Td 


Vraagstukken 1.88 a Voorde rij geldt c = 4, dus de reeks is convergent: 


a 2 k 
ZZi ent 
5 l-c 1-4 
2 
b Voorderij geldt c= —$, dus de reeks is convergent: 
6 Ede , a 6 
ÊTES 
5 25 125 Et Ien 
ce Voor derij geldt c= 3, dus de reeks is convergent: 
a 1 
leto tapten eng 
l-c 1- 


d Voor derij geldt c= — 5, dus de reeks is convergent: 


a 8 
ee ten =% 
ein Ee 
e Voorderij geldt a = B — lenc=}. De reeks is convergent. De som is 
3 B-D. 
1.89 a c= Xx, dus de reeks is convergent als —-1 <x <1. 


b c=X-1,dusde reeks is convergent als —-1 <x — 1 < 1, dusals0 <x <2. 


1 l 
ce c=—, dus de reeks in convergent als —1< — <1, dusalsx < —lofx>l 
x Xx 


l 
(dit kun je aflezen uit de grafiek van f(x) =—). 
X 


2 7 
d GT dus de reeks is convergent als —1 < EE < 1, dusalsx < —lot 


2 
X > 3 (dit kun je aflezen uit de grafiek van f(x) = det js 
X- 


e c=sin x, dus de reeks is convergent als —1 < sin x < 1. Omdat voor sin x 
geldt —1 Ssin x S 1 convergeert deze reeks als x # Jm + kmr met k in Z, want 
dan geldt sin x= l of sin x= —1. 
a 
1.90 We gebruiken steeds de formule s= TEE de functiewaarden s(x) gelden 


—C 
alleen voor de x-waarden die we in vraagstuk 1.89 hebben gevonden, daar 
hebben we het domein van s eigenlijk al bepaald. 
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b = = 
T-(x-1) 2-x 
| X 
C Sane 
Veeel 
1 —— 
Xx 
l 2x—2 2x—2 
d s= = 
i 2 Xx-1)-2 x-3 
x—Ì 
l 
e s= 
1 — sin x 


1.91 a Hier staat een mix van twee reeksen. We gaan eerst splitsen en vervolgens de 
formules toepassen: 


la babat.tbtbtid4..= rts tle=j 
EEN 
b Hier staan ook twee reeksen als we de eerste term even apart nemen: 
4 | 
Ne at | EE rn 14+2—-1=2 
maik: nt) 


1.92 a De som sis gelijk aan die van de reeks met termen t,,= (5)” + 4)”. 
1 1 
se teteltjelk 
Dee 


b De termen hebben de vorm (5)" — 4)", n= 1, 2, 3, … 
De som is 1 —J=}. 


2 


1.3.5 Berekenen van limieten met computeralgebra 
Vraagstukken 1.93 De antwoorden zijn: 
al b 1 c 0 d 1 e 0 
1.94 _ De antwoorden zijn: 
aj b O0 c 1 d 0 
1.95 De antwoorden zijn: 
a —l b 1 GRZ, d 4 
1.96 De antwoorden zijn: 


a 1 b cosx id 


Ni 
a. 
8 
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1,97 


1.98 a 


1.99 
t/m 1.101 
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1 n 
#1: (-5) =os-10-: 
2 


Solve, Expression, Numerically en Real en Solve 


1\” 
#2: NSOLVE (5) 


#3: 14.28771238 


=0.5- 10-*, n, Real) 


Als de absolute waarde kleiner moet zijn dan 0,5 - 10-*, dan is de oplossing 
n=15. 


46: 0,6666564941 


#1: Jua +) —X 
Calculus, Limit, kies Variable a en Limit Point « 
en druk op OK 


#2: lim (J(x-(x+4)-x) 


Xe 


Om verschillende waarden van a met bijbehorende uitkomsten van de limiet 
te bepalen, maken we gebruik van een tabel met in de linkerkolom de waar- 
den van a en in de rechterkolom de uitkomsten van de limiet: 


Calculus, Table, kies Variable a, Starting Value 
100, Ending Value 1000 en Step Size 100 en druk 
op Simplify 

4#3: TABLE ( lim NA « (X+4)) — Xx), a, 100, 1000, 100) 


100 50 
200 100 
300 150 
400 200 
500 250 
i4: 600 300 
700 350 
800 400 
900 450 
1000 500 


Op grond van deze tabel krijgen we het vermoeden dat de limiet gelijk is 
aan Ja. We bekijken of dit vermoeden juist is: 


#5: lim Ja-(x+a)-» 


#6: 0.5 a 
In a 


Zie voor uitwerkingen: de cd-rom. 


1.3.6 Continuïteit 


Opdrachten 12 fv) heeft een discontinuïteit bij x= 2, want: 
OKZ X-2) (X+1 
lim = lim { ){ Je 2, 
xi2 X-2 xT2 X-2 
_ K2-X-2  (X-2) (X+1) 5 ; 
lim = lim =2 en f(2) bestaat niet. 
xi2 X—-2 xi2 x—2 
De discontinuïteit is op te heffen door apart te definiëren f(2) = 2. 
Xt 1) (Xx — 1) Xt 1) (X— 1) 
13 Weberekenen: lim ee =-2 en lim Een Ad) =2 
xT1 —(X- 1) vi Xx-l 
De sprong is dus 4. 
14 De grafiek is getekend in figuur 1.20. De oneindige discontinuïteit heeft te 
maken met de verticale asymptoot in x= 1. 
Figuur 1.20 
X+2)(X—2 …_ (+2) (X-2) a 
Vraagstukken 1.102 lim EE 4, lim n= -4 en f(—2) bestaat niet, 
XT =Z —(X+2) DUS X+2 


dus hebben we een sprongdiscontinuïteit in x= —2. 
1.103 a De grafiek is getekend in figuur 1.21. 


b Voorx=0 is er een ophefbare discontinuïteit. Als we definiëren f(O) = 1 is 
f(x) continu in x = 0. 
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1.104 
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Figuur 1.21 


x-2 x—2 


fw) TREK (Xx +3) (X — 2) 


We onderzoeken de functie in x= —3 en in x= 2, omdat f(x) daar niet is ge- 
definieerd: 


: Xx—2 , 1 = x—2 
lim === lim == # lim e= 00 
xt-a (X+3) (A2) ta X+3 xl-3 (X+3) (X— 2) 
Dus voor x = —3 is er een oneindige discontinuiteit. 
x—2 X-2 


lim el elim 
xt2 (X+3) (Xx —2) xt2 (X-+ 3) (X— 2) 
Dus voor x = 2 is er een ophefbare discontinuïteit. 


Toets leereenheid 1.3 


Ontbind teller en noemer in factoren: 

EK NZ) 1 X+2 
lim —__—= lim — = lin — 
SE AE xii XXI) (HI) vor X(X+ 1) 


2 


Deel teller en noemer door de hoogste macht van x: 


OM 
Jin 
is 3x* — Sx +1 n KERN ere, 
1 Een mn 
sn ARES EE 27, 
=S 
ENEN 
sin tan J 
Gebruik de standaardlimieten lim EE 1 en lim Ee 
x—0 X x—0 X 
tan(2x) : sin(Sx) _ ed tan(2x) sìin(Sx) a 
x0 18x2 EE 2x SX he 
Pas de worteltruc toe: 
lim V29-—x-5 V29-x+5 ä 29 —x—25 
im Ts lim 
xo4  X-4 V29-x+5 xs (X-4) (N29 —-x+5) 


—1 


Ja, want lim (l + 5x) = lim (1 + pp) = lim {(1 + p)e}t zet = ve. 
x—>0 po po 


3 
Ja, want invullen levert — 0 5 


Ja. 


l 
Nee, want c= ——= en ligt tussen —l en 1. 
Nn 


Ja, zie hiervoor de theorie. 
Nee, want op (-1, 1) is f continu. 


Het resultaat is: } 
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Leereenheid 1.4 


Complexe getallen 


1.4.1 De verzameling complexe getallen 98 

1.4.2 Meetkundige voorstelling van complexe getallen 99 
1.4.3 Het oplossen van vergelijkingen 101 

1.4.4 Toepassingen van computeralgebra 105 


Toets leereenheid 1.4 105 


1.4.1 De verzameling complexe getallen 


Opdrachten 1 Zie voorbeelden 1.46-1, Zen 3: ië=i’.i= —i-i=leni=is.i 


3 _Uitx?+9=0volgtx?=-—9 en dusx=-3iof x= 3i. 


4 ZitZz=Z+iienz,-Zp=-i+ii 


Zi ii 1l+4i —A+i 
6 —=nnee lS. (-ltij=- + Wi 
leien Va EE 


Vraagstukken 1.105 a it=i?.i= —i f i*=1 


b it=it.it=l 9 (-D*=i 
cissie ii hr) nel 
ot ie 
d i ai WT iT i ikelojM.jel.i=i 
er 1 
Arent d| 
ie —l 


1106 iP S=leirsz=ik 5 p=S+dk (kin N) 
1.107 a 7 +3i 
b 10 -—4i 
c (l+iĳ?=l+2i+i?=2i 
d (lit=(l ijl +ij?=2i-2i= di 4 
e Zie voorbeelden 1.49-1 en 2 van het leerboek: 1 + £i 
f_ —i 
g —60+91i 
1.108 5 tif3 (5 — ti /3)? = 1, door uitschrijven van (5 — HiB. 


1.109 _ Voor de complexe getallen geldt niet dat Ja: b= Ja : Jb, dus in de 
redenering wordt de fout gemaakt bij /-1l: —-1= VES vl. 


1.4.2 Meetkundige voorstelling van complexe getallen 


Opdrachten 7 Zie voorbeelden 1.50 van het leerboek: 
—Ì 
li: r= /2 en p=arctan (5) -À 
TT 
300i : r=300 en PE 
—/2 
—l Size P— 8 en p=arctan ( 2) = —2,186 3 


8 Zie voorbeeld 1.51 van het leerboek: 


z=2+2iB=4cos g+ 4ising 


5 5 
ZS B Ee tbleos (GE) + sten 5) 
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ki 


10 


LN 


12 


Vraagstukken 1.110 


1.111 a 
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Zie de voorbeelden 1.52 van het leerboek: 
l+i= JD (cos Ferron) 2e"; -l=eri 


ie 2e 5 4 


10= 10e?" 


=} COS (—5m) + bisin (—-Jm)=— bi 


Sn m 
osn zi 
ae 2e? 
Es 


Dus: 2, -22= J2-2/2-e TN SA sert eos Falla ne 4 en 


3 1 
Zi Jr (5 7) 1 Asi 1 us Vies m Ls 
nk ed: =5"C = 3 COS — +51 SIN —= 3! 
ZIN 22) 2 2 
„ele 
Zan 5 =r.el» m2) í 
l zl 


Meetkundig betekent dit dat de modulus van — gelijk is aan de modulus van z 
/ 
Tr 
en dat het argument afneemt met 7’ ofwel een rotatie van het beeldpunt van 


E Ti …. 
zin het complexe vlak over een hoek van 2 met de wijzers van de klok mee. 


2-+2i 1+i 4i 
Lnbacliti, 2 Figuur 1.22 
2i= 2 cos +2isins 

2 Zò lm-as 


Het beeldpunt van z = 2i is getekend in 
figuur 1.22. 


Re(z) = 3 /3 en Im(z) = —3 
Re(z) = —1 en Im(z) = VD 


Re(z) = 0 en Im(z) = 300 


p Ri R-iw Rw+R?i Rw R2 
_R+io R-iw REN RE REG 
2 
Dus: Re(z) = en Im(z) = 
D R2 + w? (2) R2ENZ 
w l-—iw w— wZi w w2 
Ze Rit S =Ri+ = +R 
l+iw 1—iw 1+w? 1+w? ( Gt 
ap 
Dus: Re(z) = en Im(z) =R — 
(z) Tro? (z) TE 


f Re(z)=2 cos Jm = B en Im(z) =2 sin Am = 1 
g Re(z)= len Im(z)= 1 


h Re(z)= len lm(z) = —1 


i Re(z)= /3 cos HT = -3/6 en lm(z) = 3 sin in =} /6 
j Re(z)= —l en Im(z) =0 
1.112 Zie figuur 1.23. 
Figuur 1.23 
Im-as 
já 
/ 
RS 
in 
Zi 7 La 10 vs 
1.113 a wines Jet 
Z3 Zi 
ä) a 
arg {— )=—m en arg | — |=. 
25 Z, 
b |zil=7°, arg(zì) = - km en arg(z, - 25) = —âm. 


1.114 a Voorde teller van de breuk geldt: modulus = 1 en argument = 0. 
Voor de noemer van de breuk geldt: modulus = r en argument = @. 


l 
Voor de breuk geldt dus: modulus = — en argument = 0 — p= —p. 
r 
l mr 
b Voor de breuk geldt: modulus =— en argument = geke 
r 
@ TI 
c« Voor de breuk geldt: modulus =— en argument = Dr 
r 


7 

d Voor de breuk geldt: modulus =— en argument =p — 5. 
LO 

e Modulus = ren argument = —g. 


1 
f Modulus =— en argument = — 30. 
r 


1.115 r-eiter»m_r.eie.eikr=r.eif. (cos(2km) +isin(2km))=r-eif-l=r-eli? 


1.4.3 Het oplossen van vergelijkingen 


ad 


ej Fe 2e )i 
1.116 a Stelz=r-eftenschrijfialsi=1-e? =1- ‚2 g dan geldt 
(52e) 


r2.etie=l.-e 
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Hieruit volgt: r"?= 1 en 2p= 5 +2km, of p= ri +k, k=0,1. 


Tr 57 
Voor r geldt r= 1 en voor k =O respectievelijk 1 geldt p= n respectievelijk 7 
Sf a mr ; 
De oplossingen zijn: z= 1 -e* =cos i + isin EE } J2 + 5i 2 


Ent Smi ST 5 
Zil e= COS + isin == /2 SIVZ 
1 4 4 2 


De beeldpunten van de oplossingen zijn 
weergegeven in figuur 1.24, Figuur 1.24 


Im-as 


Uit z* +8 = 0 volgt z* = —8. 
Stelz=r- eie en =8=8- eri =8.er + 2km)l, dan geldt: 
rs. esi =8 grt 2kmi 


Ee 5 mm 2k 
Hieruit volgt: r*=S8 en 3p= + 2km, of p= —+— m, k=0, 1,2. 


sd 


u ST 
r=2en p= TOT 


mn 


zi 
De oplossingen zijn: zo =2-e" =2 cos =+2isine= 1 +ij3 
[ 8 Jn: Zo 3 3 


Zj=2:-eti=2 COS T+2isinm=—2 
Sn 
rl 5 Sj 
Zz=2-e" =2eos Tg +Zising =l-i 


De beeldpunten van de oplossingen zijn 
weergegeven in figuur 1.25. Figuur 1.25 


Im-as 


C 


; (5e 2e) 
r-eis=8-e 


EER, m Sn Im 
Hieruit volgt: r= 2en e=, en 
6 6 6 
z de mn 
De oplossingen zijn: Zo = 2: =d cos 2 — + 2i sin EN 3 ti 
DE 5 ST Ee 
Zie Veco Ri in NGE 
6 6 
e Mm. Om 
Zz=2: =2COS— +2isin— = —2iÏ 
6 5 
De beeldpunten van de oplossingen zijn 
weergegeven in figuur 1.26. Figuur 1.26 
Im-as À 


2 
A rl 


raed 


Hieruit volgt: r= 1/2 en p= — 


ZS afz …e afp - COS Bn + Ja. isin lo 
Sn 
zi 5) Sr 
voe VZ cos (TE) + V2-tsin | 


N 
x) 
II 


6 
Am 
ri 4 P(A 
zz Dee eos (E)+ V2-isin (E)-+ 


De beeldpunten van de oplossingen zijn 
weergegeven in figuur 1.27. 


afz 


il 
Nv 


Ees 2 
EC NE sf2 
in 


Figuur 1.27 


Im-as 
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1e mr Rr 


1.117 


1.118 a 


1.119 


1.120 
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Geen uitwerking. 


Stel z— 1 =w, dan w? = — 16í. 

rees 16: c zals 

Hieruit volgt: r? = 16 en 2e = 5 2m, of p= 5 WOE T, 
Voor r geldt r= 4 en p is respectievelijk 5 en an 


De oplossingen zijn: 


nm 


eel) 7 
Wo=4-e * =4 cos 0) + di sin ( 5) -2/2-2i /2, dus: 
4 4 


Zo=Ì OND zi /2 


är 3 3 Figuur 1.28 
wj=4-e" erf +41 sin Ë al 
4 4 4 
Im-as 
= 2/2 + 2i /2, dus: KA a 
EE ANOEND 2 
De beeldpunten van de oplossingen zijn 1 
weergegeven in figuur 1.28. 
T Er! md 
-2-10| 1 2 3 4 Re-as 
ej) | 
Ze 
Zo=3-i,zj= 3 3 5 
Zo= 2 Zijl 
Zo=1+3/6+bif2 Zal }J6-bi/2 
zi=leriV2 nsi i/2 


ziel -h/6 + Hi fr 
ENGE f2-hi. 
zkt: NOESINER 


De twee vergelijkingen zijn (N.B.: x en y reëel): 

x2-y2+2X4+5=0 en 2y(x+1) =0. 

Uit de tweede volgt: y= 0 of x= —1. 

De eerste vergelijking levert dan: 

(alsy=0) X2+2x4+5=0 > x= 1 £i2 (voldoet niet, want niet reëel); 
(alsx=—1) —y+4=0= y= t2 

Met andere woorden: z=X +ij= —1 £ 2i 


fa — zi 
v 2 
2 -2i Bree Di Hi JS 2 —2i 


N 
° 
l 


z" levert een algebraïsche vergelijking van de n-de graad. Deze heeft op zijn 
hoogst n (verschillende) oplossingen. |z| = 1 is de vergelijking van de 
eenheidscirkel met de oorsprong als middelpunt. Alle punten op de omtrek 
(oneindig veel) zijn oplossing. 


1.4.4 Toepassingen van computeralgebra 


Vraagstukken 1.121 a z,= 1,330 69.… + 2,066 58. i 


Zo = 2, 
ENE Bekina 
b Z,=3V3,Z2= VS 
pee ee 


Nv 2 
Numeriek: z= + 0,160 583 £ 1,556 8S2i 
z= + 1,556 82 £ 0,160 583i 


d Zie uitwerking op cd-rom. 


1.122 Zie uitwerkingen op cd-rom. 


t/m 1.124 
Toets leereenheid 1.4 
1 Nee, wantz=2-e Se 
p= 7 5 Ti 
2 Ja, wantzj=2v/2-e enz,=3e". 
/ kl ig zj 
3 z,= V3-i=2-e ° enz,=2+2i/3=4-e°, dus: 
Zi ; Zij zut js 27 mr 
== =f=tenag |= |= =-n- 
Zi Zo 6 6 6 3 
) E 
4 le ° =}bcos(—m) + hisin(-êm)=j: (—j /3) db e(-hij= —} /5 — ki 
5 Ja, want met behulp van de abc-formule vinden we (zie ook voorbeeld 1.55 
van het leerboek): 
ITE ee Her 
Zi == N = =d tl [3 
ai PE 2 2 2 2 Vv 
6 Zo= 2,21 =21,25= —2,23= —2Ï 
7 Zie uitwerking op cd-rom. 
8 Zie uitwerking op cd-rom. 
9 Zie uitwerking op cd-rom. 


Eindtoets hoofdstuk 1 


1 f-'@) =?log ()-2 


2x 2x 
2 €469) ND 


3 Een ophefbare discontinuïteit voor x= —2. 


1.4 Eindtoets hoofdstuk 1 105 


10 


11 


106 1 Functies 


Een sprongdiscontinuïteit voor x = 0. 
Een oneindige discontinuïteit voor x = 2. 


178 678 5 


12 
Middelste term = ( 6 ) 30 (3) O2 


l 2 
=— = als -2<x<2. 
1-jX 2x 
Zie figuur 1.29. 
Figuur 1.29 
5 s 
4- 
3 S 
2 5 


Voor uitwerkingen, raadpleeg cd-rom. 


1 

nd 
Zo=2:e = Bi 
zj=2-e®" — 0,42 +1,96i 
zj=2-0®" = 1,99 +0,21i 
zor! ee, 
Zi 2e = —0,81 — 1,83i 


53 


Ere 1/40 EBA 


Re cos 7) ent eel ( 5) 
A aa sh Pr m(z) = "sin |e—-— 
2/2 4 29/2 Ä 4 
1 (e-3) 
Ze 
2/2 
Zie uitwerkingen op cd-rom. 
Zie uitwerkingen op cd-rom. 


Zie uitwerkingen op cd-rom. 
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Praktijksituatie 


Opdrachten 1 Op het ogenblik dat de parachutiste springt (f= O) heeft zij dezelfde horizon- 
tale snelheid als het vliegtuig. Gedurende haar vrije val zal deze ten gevolge 
van de wrijving met de omringende lucht — die zij vooral in de allereerste 
seconden als een orkaan zal ervaren — sterk afnemen. Wanneer de parachute 
eenmaal geopend is, zal er van de horizontale snelheidscomponent afkom- 
stig van het vliegtuig, spoedig niets meer over zijn. Maar nu waait zij, door 
de grote luchtwrijving die de parachute veroorzaakt, mee met de horizontale 
component van de wind, als die er is. 


2 Gegeven is dat de parachutiste 180 m vrij valt. Dit is dus de afgelegde weg 
s(t), waarvoor geldt s(t) = St? met t= 0. Dus als we het tijdstip waarop de 
vrije val eindigt t‚ noemen, geldt: 


180 = 52 


waaruit volgt ft, = +6 en t‚»= —6 (t‚‚‚ voldoet niet). 


3 We substitueren tf = 6 in s(t) = 171,5 +6t— 122 294,3 - e- 14, 
Dit levert: s(t) = 171,5 + 36 — 27,5 = 180; t= 6 ingevuld in St? levert 
ook 180. De beide functievoorschriften zorgen dus voor een continue 
aansluiting. 


4 Omdat lim 122 294,3 -erb*f= 122 294,3. lim er “=O, geldt voor ‘grote’ 
ts oo tr en 

t-waarden: s(t) = 171,5 + 6t; dit is de vergelijking van een rechte lijn door 
(0; 171,5) met richtingscoëfficiënt 6. 
Gevraagd werd: is dit ook natuurkundig te verklaren? 
Antwoord: op den duur wordt de valsnelheid, door een evenwicht van de 
aantrekkingskracht en de luchtweerstand, constant en de beweging 
eenparig. 


5 Uitgaand van s(t)= 171,5 + 6tstellen we 171,5 + 6lerona, = 980, zodat 
t‚= 134,75 s. De parachutiste raakt dus 134,75 seconden (ruim 2 minuten) 
na haar sprong uit het vliegtuig de grond. 


2 


6 Bij niet-opengaande parachute geldt: St; = 980, waaruit volgt t‚ = 14 s. 


2.1.1 Gemiddelde verandering of differentiequotiënt 


Opdrachten 1 Zie figuur 2.1. 


Figuur 2.1 


Hin m 
200 - 


160 - 


120 + 


80 
40 - 
0 
0 2 4 6 8 10 
tin jaren 


In het vijfde jaar is de lengteverandering het grootst: 60 m. 


2 De lengteveranderingen zijn respectievelijk: 
4, 11, 44, 48, 60, 23, 7,2 m/jaar 


3 De gemiddelde lengteverandering is: 12 = 24% m/jaar 
4 De hoogteverandering AH gedurende de twee jaren 3 en 4 samen is gelijk 
aan de hoogtetoename gedurende de vier jaren 5 tot en met 8. 


Verstaat men onder ‘groei’ dus ‘hoogtetoename!, dan is de opmerking waar; 
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ad 


verstaat men onder ‘groei’ echter de hoogtetoename per jaar, dan is de ue 
spraak onjuist. In de eerste periode is de groei namelijk 22 geweest, in de 
| tweede 2. In de eerste periode is de groei dus twee keer zo groot, wat zeez 


Ef gebruikelijk is. 
i 
| 5 Zie tabel 2.1. 
| Tabel 2.1 
Î 
| Al 
| er 
| [0,1] 4 
[1,2] u 


> 
ji 
fer} 
Es) 


Ens AE EN NEN 
n 
en 
ad 


Vraagstukken _ 2.1 a Zie tabel 2.2. 


Ù 
Des 


NS Tabel 2.2 
b Desnelle afname van — nat =6 komt 
At t 5 As 
door het opengaan van de parachute. At 
0 0,0 
1 5,0 5,0 
2 20,0 15,0 
3 45,0 25,0 
4 80,0 35,0 
5 125,0 45,0 
6 180,0 55,0 
7 206,7 26,1 
8 217,8 nl 
g 225,1 73 
10 231,4 6,3 
2.2 a Zietabel 2.3. 
Tabel 2.3 


b Zoals v, de gemiddelde snelheid telkens 


ie Av, 
gedurende één seconde voorstelt, stelt t ve af 
Av En en 
TE de gemiddelde versnelling 0 0 
(snelheidsverandering) gedurende één L 5 Ì 
seconde voor, en dit is hier dus, voor 3 25 10 
tS 6, de zwaartekrachtsversnelling van 4 35 10 

m 5 45 10 
ongeveer 10 El 6 55 10 

s 
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2.3 


2.4 


Opdrachten 6 


Met sin 4} = INE en sin (}ar + 4m) = ING vinden we voor het gevraagde 
differentiequotiënt: 


Af) f&+HAW —f) sin X+ Ax) —sin x 1/3 — INA 0 
Ax Arie te e Ax Hi kane 


We zien dit in de grafiek van f(x) = sin x heel duidelijk terug (figuur 2.2). 


Figuur 2.2 


Af) 


X 


Gegeven: Ax> 0 en <0. Hieruit volgt: Af(x) = f(x + Ax) — f(x) <0 


Conclusie: f(x + Ax) < f(x), dus de functiewaarden nemen af en de grafiek 
van f daalt. 
2.1.2 Differentiaalquotiënt 


Met f(x) = 4x? en x= 4 volgt: 


Tabel 2.4 
Aflx) Aflx) 
Ax Ax Er Ax 
1 2,25 —Î 1,75 
0,5 2,125 —0,5 1,875 
0,2 2,05 —0,2 1,95 
0,1 2,025 —0,1 1,975 
0,01 2,002 5 —0,01 1,997 5 
0,001 2,000 25 —0,001 1,999 75 
… Âf@) dl : 
Als je snel wilt uitrekenen, gebruik dan: 


Af) H4+Ax?-h-42 4248Ax+ (Ax)? — 42 : 
Ees 2ert Ax 
AX Ax 4. Ax 
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_  S(t+At?— St? 
7 v(ty= lim 
At —0 At 


At —>0 At 


1OtAF + S(At)? 
At —0 At 


il 
2 


il 
if 
=/ 


| 

| ___ S(t2+2tAf+(AN2) — St? 
ZUN SS 
| (LOF + SAE) 

ij 


—(X + Ax)* —(—x)? 
Ax 


Vraagstukken _ 2.5 a f'(x)= lim 
Ax—0 


—(X3 + 3X2AX + 3X(AX)? + (AX) +2° 


| = lim 
| Ax 0 AX 
E —3X2AX — 3x(Ax)? — (Ax)® 
= lim 


| Ax—0 Ax 


Ii 


lim (-3x? — 3X(AX) — (Ax?) = —3Xx? 


H Ax 0 
3(X AX? +2 (3x? +2) 
b f'(X)= lim 3 Sn 
Ax 0 Ax 
. 3(A2 + 2XAX + (AX) — 3x? 
= lim - e= =6X 
Ax 0 Ax 
Af(X) 7(X+AN +3 —(7Xx+3 
De [e)_ ( X) + (ZX + )_7 
AX Ax 
all69) Te AVG ER erde RN, 
= lim —== lim 7; volgens rekenregel 1 van de limieten is dit 
dx Ax=0 AX Ax 0 
' df (x) 
gelijk aan 7 (zie paragraaf 1.3.2), zodat a Je 
dx 


Conclusie: de bewering is juist. 
27 Op hettijdstip t= At is de grafiek van auto B het steilst; dit betekent dat auto 


B op dat moment sneller rijdt dan auto A. 


2.1.3 De meetkundige betekenis van de afgeleide 


1 
Opdracht 8 si SL 


De vergelijking van de raaklijn wordt dan: y= —X + n 
Omdat Q(—2, 1) op de raaklijn ligt, is: 1= 2 +n. Dusn= —1. 
De gevraagde vergelijking van de raaklijn is: y= —X — 1. 


Vraagstukken 28 a Veem = £00 — 100 km/uur 
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b Na ongeveer 2 uur heeft A ongeveer 280 km en B slechts ongeveer 180 km 
afgelegd. Maar we zien ook dat de grafiek van A van t= 0 tot t= 2 (uur) 
voortdurend steiler loopt dan B; dit betekent dat A continu harder dan B 
heeft gereden. Maar na t= 2 begint de snelheid van A vrij snel af te nemen; 
zijn grafiek gaat minder steil verlopen en op t= 3,5 wordt hij ingehaald en 
gepasseerd (even vooropgesteld dat ze op hetzelfde traject rijden) door de 
dan veel harder rijdende B. Na t= 3} gaat A weer versnellen, en even na t= 5 
rijdt hij weer even hard als B; de raaklijnen in t= 5,2 lopen (even) evenwij- 
dig. Op £= 6 hebben A en B allebei 600 km afgelegd, maar A rijdt op dat tijd- 
stip weer veel sneller dan B (afgaand op de helling van de raaklijnen in t = 6). 


c Opt,=18ent,=S5,l rijden Aen B ongeveer even snel, de raaklijnen aan 
beide krommen lopen dan evenwijdig. 


2.9 _ De raaklijn heeft als algemene vergelijking: y = mx + n, verder gaat hij door 
het punt (a, f(a), zodat hoe dan ook geldt: f(a) = mm - a + n. Maar we weten 
ook dat 1 = f(a), waarmee volgt f(a) = f'(a) - ad + n, zodat 
n= f(a) —a- f'(a). Substitutie van deze waarden van men nin y= mx + nl 
levert ten slotte: y= f'(a) «Xx + f(a) —a« f'(a) of y— f(a) = f'(a) X — a) 


Figuur 2.3 


De bewering is dus waar. Men kan dit ook gemakkelijk in de grafiek van 
figuur 2.3 zien: voor elk willekeurig punt (x,, y‚) van de raaklijn geldt: 


y,— f(a 
y_f@ =tan p= f'(a) 
Xi —a 
1(X+AX)2 — bx? 
2.10 f'@)= lim hf se 
Ax 0 Ax 


a De gevraagde raaklijn gaat door A(4, 8), dus8 =m- 4 + n. 
Maar f'(x) =x, dusin Ais f'(x) =m=x=4. Ditgeeft samen: 8=4-4 tn 
zodat n= —8. De raaklijnvergelijking is: y= 4x — 8. De bewering is onwaar. 


b InBism= —2. Verder gaat y= 1x + n door substitutie van x= —2, y= 2 over 
in2=—2:-(—2)+nzodatn=—2. 
Raaklijnvergelijking: y= —2x — 2. De bewering is waar. 


1 
; 0D, 
EE OTE 
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tievelijk: 9“ = 2% en #55 = 0,3%. 


b Erzijn puntenparen aan te wijzen waar de raaklijnen dezelfde richtingscoëf- 
ficiënten hebben; in de beide punten van zo’n paar gaat de verandering van 
de waterhoogte even snel (of even langzaam). 


c Ongeveer bij t= 4 is de verandering van de waterhoogte per tijdseenheid het 
grootst. 


‚2.12 a In opdracht 5 zagen we al, dat voor de afgelegde weg s(t) van de parachutiste 
voor t> circa 10 bij (zeer) goede benadering geldt: s(t) = 171,5 + 6t 
Hieruit volgt voor haar valsnelheid v(t): (> 0) 


' 171,5 +6(t+ At) — (171,5 + 6t) m 
v(t)= lim =6 
At 0 At sec 


b Dit is tevens de snelheid waarmee zij op de grond komt. 


2.13 De bewering is juist: de grafiek daalt als we van linksboven naar rechts- 


d Af (x) 
beneden gaan; daarbij is A f(x) negatief en Ax positief en lim Û 
Ax—0 AX 


| H®) => nie 199,4 

| Dit komt heel behoorlijk overeen met de grafiek; de relatieve fout is respec- 
Ï 
| 


OOK 


negatief. 


2.1.4 Twee standaardafgeleiden 


Opdrachten 9 De grafiek is een rechte evenwijdig aan de X-as, de raaklijn valt dus samen 
met die rechte en heeft een r.c. gelijk aan O. 


10 _x*: kubus met ribbe x 
3x*Ax: drie vierkante plakken ter dikte Ax aan de achter-, boven- en zijkant 
van de kubus 
3x(Ax)?: drie staven ter lengte x en doorsnede Ax - Ax 
(Ax)*: kubusje rechtsboven aan de achterzijde met ribbe Ax 


Vraagstuk 2.14a f'(x) =6x° 
7 —3 
b f) 7E 
X 
ce f'@)=dzt 


d f(z)=z"*, dus f'(2)= 3-25. 
e f(X) = /, Jris een constante, dus f'(x) = 0. 
f_f(u) =u® =1, dus f'(u) =0. 


g -4-uS 
1-\ 
h mem! Cr ES ) 
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2.1.5 Het begrip ‘differentieerbaarheid’ 
Opdrachten 11 De rechterafgeleide, waarbij x = 2 is, wordt berekend door f(x) = x° — 4 in 


x=2te differentiëren; dit geeft f'(x) = 2x, dus de rechterafgeleide is 4 in 
Xx=2 (zie figuur 2.4). 


Figuur 2.4 


12 a Voorx=0 geldt: f(x) = 2x 
Voor x <0 geldt: f'(x) =O 
Af (x) Af(x) 
A3 


lim =2 en lim 


= 0, dus is f niet differentieerbaar in x = 0. 
axlo AX AxTo 


b lim f()= lim f(x) = f(O), dus f is continu in x = 0. 
Axlo AxTo 


Vraagstukken 2.15 f'(x) =0, dus f =c. De bewering is juist. 
2.16 Een voorbeeld van de gegeven situatie is weergegeven in figuur 2.5. 


De bewering is niet juist. De linkerafgeleide is gelijk aan de rechterafgeleide 
in x=. 


Figuur 2.5 
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Lj 
| 
| 
| 2.17 
|! 
| 
| 2.18 
| | 
| 
| 
| 
í 
| 
| 
1 
| 
| 
| 
2.19 a 
b 
C 
d 
e 
1 
2 
3 a 
b 
C 
4 
5 
6 


De bewering is dat f niet differentieerbaar is in x = a. Stel dat f wel 
differentieerbaar is in x= a, dan is f ook continu (stelling). Maar er is 
gegeven dat f niet continu is, dus f ook niet differentieerbaar. De bewering « 
dus juist. 


f is overal continu; verder is f overal differentieerbaar, behalve in x = 4 (zie 
figuur 2.6). 


Figuur 2.6 


Geen uitwerking. 


1 1 
lim r=1, lim „=0 
xio le: xto le: 


fis niet continu en niet differentieerbaar in x = 0. 
Nee. 


Geen uitwerking. 


Toets leereenheid 2.1 


1 
2 
1 


Di 
120 km/uur 
De snelheid is daar niet veranderlijk (rechte lijn). 


Tussen t=2,2en t= 5,4. 


Onjuist. 
y=-2X+3 

JR 5 
4x3, ze 0, 6’ 0) 
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Niet differentieerbaar. 


Vanwege de knik in de grafiek door de plotselinge snelheidsvermindering. 


Voor x= 0 geldt: f(x) = x* — 1. Zie figuur 2.7. 
Voor x <0 geldt: f(x) =(X + 1) (-X — I= —(X + 1)? 
f is overal continu. 


f is overal differentieerbaar, behalve in x =O, daar vertoont de grafiek een 
knik (zie figuur 2.7). 


Figuur 2.7 


Geen uitwerking. 
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Opdracht 


Opdrachten 


Leereenheid 2.2 


De techniek van het differentiëren 


Praktijksituatie 118 


2.2.1 
2.2.2 
2.2.3 
2.2.4 


Rekenregels voor het differentiëren 118 
Vervolg standaardafgeleiden (1) 123 

De afgeleide van samengestelde functies 124 
Vervolg standaardafgeleiden (2) 126 


Toetsleereenheid 2.2 129 


1 


2 


Praktijksituatie 
a{O) = c is de beschikbare landbouwgrond in hectare, op 31 december 1955 
en k stelt de opbrengst per hectare op die zelfde datum voor (k = 0(0). 
Na 5 jaar is a{5) = a(0) - (1 — 5) = 0,95 - a(Oj is 95. 
2.2.1 Rekenregels voor het differentiëren 
a fo 6t)=s 5) =5:-2t=10t 
b f'X)=4-(-3-xrtj= 1227 
c f'(tj=e-ts! 
d fl») =3-x* dus f'X)=3-3- x= 2 
e fx)=32x"° dus f'(x) = -192x ”. 


f f'W=7-95-v8i=66,5-v"- Jr 


Opdracht 


kel) 


beij 


® 


f 


b 


f'@O=-4-3. XPS 22e 122 + 10X +2 
['W)=3X2 + Ax 

f'@)=SxT+3XE 2 

f'@)= 3x 


8) =XxE > LN) =2X 
hxj=x? > h'(x) =3x? 
SO) M'A) = 2x: IX = 6x f(X) 


f'CO=4rt.(2x-3) XT 2=10xT—12x* 

f')= 6x: (THA) INE IXx2= ISX + 24X 

f'@)=BrE DAP H2) SN) 2E SNT HIN 2 

f') = (8x +2) - (3X2 4) + (AXT HNP) Or =3OXS — 203 — 8x 


1 
) =4xS +3? Jx 2 
Je 


l 
NE NN je s Ne 5 
['W)=3X*- (Xx NAS) t(x*— 2) ( Á5 /e 


vj 


f'X) = ENA 21) + ENA +3)-2x=35X2- Jx+ 1x + 6x 


3E eli 


TOO'(t) =O, dus ——— 
ie 40/t 4000 100 


De t-waarde waarvoor TOO'(t) = 0 levert informatie over de maximale 
opbrengst, zoals we nog zullen zien. Links en rechts vermenigvuldigen met 
100 
4.000 geeft: jn 3 /t=40 
t 


Links en rechts kwadrateren levert: 
10.000 


— 600 +9t= 1.600 of gt? — 2.200t + 10.000 = O 


De abc-formule geeft: 
2.200 £ 4.840.000 — 360.000 
ti2= en 


ofwel: t, = 4,633 (jaar). Maximale oogst! 
De wortel t‚ = 239,8 is een wortel zonder praktische betekenis, die bij het 
kwadrateren is ‘ingevoerd’. 


Geen uitwerking. 
PE he : _@&—2) (10x —9) —(Sx2— IX —2)-1 
fa) = TED dus f'(x) = w= 2)? E 


10x?-29x+18-Sx7+9Ix+2 Sx2—20X +20 


KOS (x— 2)? > (x— 2)? 
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x2-4xt4 
(X)=5- —_—— dus f'() =S. 
PO=S gd f') 
b x-2/5Xx?-— 9x-2NSX+1 
Sx2—10x 
x—2 
Xx-2 


0 
Dus f'(x) = 5X + 1, zodat f'(x) = 5. 


(2x-1):1-(X+3)-2 —7 
(2x — 1)? (2-0)? 


8 a f'@= 


lu). 14) (1 5 
b im ui) tes ) ( an 8 
(l — u) (1 — u)* 


Jx-1 rn 
> (na uitwerking) 
2 


ce f'X)= 


d A 
fo (1 + 29)? 


$y* +4" -2-2y* 
(1 + 29)? 
gy? 
(1 + 2)? 


Vraagstukken 2.20 a 2 


NS 


h 14x 
(2x2 + 3)? 
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Ei 


i 8x + 24x 


j O (Hoe komt dit?) 


3 
221a 3/x+ 


2x 
7 m(l—t2) 
(t2 +1)? 
l 
EE ES a 
=, 2yy =1 
e D= == =e 
(+ Vp)? VND à 


1 L l l iks 
d f'(X)= 2 redenen (Leze) 
f zr{ 7) à ĳ xx vx 2x 


Eerst f(x) uitschrijven is hier eenvoudiger: 


fo ader 2d bs fa) See ( sl) 
Xx) = X Vat Onda ad XX) == == sl 
s NES Jx 2x/x Jx 


2.22 fo) =3x®, dus f'(x) = 6x. 


3XAA4) 
8) == 3X* (zolang A #-4), dus 8'(x) = 6X. 
Xd 
3x? +1) (x+4 
h(x) = neren =3Xx? +1 (zolang x # —4), dus I1'(x) = 6x. 
Xh 


Conclusie: f‚, g en h hebben dezelfde afgeleide: 6x. 


Echter: f(x) is continu en differentieerbaar voor alle waarden van x; maar 8 
en / zijn overal continu en differentieerbaar met uitzondering van x= 4, 
want daar bestaan g en / niet. 

De bewering is dus waar voor x # —4. 


2.23 V=RT, d =-—, zodat Kl SS 
k DV = D= N a = 7 
nk Aln Vv dV v? 


d - 
b SE stelt de drukverandering voor ten gevolge van de volumeverandering. 


224va—} 
b lijst 
y y 
Á —1,7 
x27 


d fO=tS+t2 > f(b =St*+2t (#0) 


(2 2t-1 
(EDE 
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vt-1(2t+ 1) REE 
2/t-l 3t2-3t-2 


El Wot Dt 1 


g fH=t2+3t+1 > f'H=2t+3 


h fD=t: 43E tE > f(b Sti Tt 
i Geen uitwerking. 


2.25 a In Maple: 
> alias (f=f(x), g=g(x), h=h(x)); 
> diff (£+g; x); 
> diff (£/g; x); 


b > diff (£*g*h, x); 
226a f'(x) =3Xx2-3 


b f'(1)=0 


c De raaklijn in (1, f'(1)) loopt dus horizontaal en gaat door (1, —2). 
De vergelijking van deze raaklijn is dan y= —2. 


d Ja,3x2-3=0 es x?=l @& x=1 of x= —1. Dus ook in (—1, f(— 1) loopt 


de raaklijn horizontaal. 


® 


f'W)=3X2—3>0 als X2-120 > x>=l of X<-1. 

f f'W) <0 es x=(-1, I) 

fw) =0exi-3x=0 > x=0 of x= NE of x= =d 
Zie figuur 2.8. 


Ss @ 


Figuur 2.8 


2.27 De bewering is onjuist: de term x? - h(x) is niet goed gedifferentieerd. 
De juiste bewering is: de afgeleide van f(x) + g(x) + x?h(x) is 
f!X) +8!) + X2h'(x) + 2xh(X). 
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ed 


2.2.2 Vervolg standaardafgeleiden (1) 


Opdrachten 9 In x= 0 loopt de grafiek van sin x onder 45° omhoog; daar is dan ook 
cos 0 =|. 
In x= $m loopt de raaklijn aan de grafiek horizontaal; daar is cos ($) = 0, 
enzovoort (zie figuur 2.9 met de grafiek van f(x) = cos x dik getrokken). 


Figuur 2.9 


10 fC) =sin? x=sin Xx: sin x dus f'(x) =sin X COS X + COS X Sin X = 
2sin X cos Xx = sin(2x) 
8) = COS? Xx > L'(X) = —Sin(2X) 


p cos? Xx — (—sin? x) 1 
11 fer 5 =-—5 
COS* Xx COS° Xx 
d /dsinx\ decosx p 
12 = = =sin X 
dx dx dx 
1 1 7 
13 Omdat Slog e= — — ——, volgt: f'(x) = : 
‘logg Ing xIng 
14 Geen uitwerking. 
15 Geen uitwerking. 
COS X deotx —sin?x—cos?x —l1 
Vraagstukken 2.28 cot x= — > =, 5 SE 
sin X dx sin X sin® X 
1 
X-—-lnx:1 
329 iede 1) X 1-Inx 
4 zz us INE 
a fo) x f x2 x2 
, t3cost—sint-3t2 tcost—3sint 
BENEN 
tan x sin X 


c f'@)=tanx: tan x= 2 


es + . == 
Cos? Xx cos? Xx cos? x Cos x 
d Inx 
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2.30 a 


Opdrachten 16 


17 


18 


19 


20 


2 
cos° u 


/3 
fu) = 5% Ju, dus f'(u)= IE 
yu 


l 
fu)=u-“logu, dus f'(u)=“logu tu: = “log u + Pa of 


uln a 


In u +1 In u 
f'Ww)=——— (want “logu=— 


In a In a 
f'(u) =0 
f'(x) = 3 cos (3x) 
Ree 
Ennes 
cos? (4x) 
8 COS (X 
f)= 


sin (x) In (a) 


2 
f'@) = 7 sin (7x) — 2 Or) 


2 


2.2.3 De afgeleide van samengestelde functies 


fo) = (JX - 2 
De ‘buitenste’ functie is de kwadraatfunctie; die differentiëren we eerst, en 
wel naar NA — 1). Vervolgens differentiëren we Jx — l naar x: 


VEA 


1 
(er AN 
REENDER Je 


8(p) =(1 + In p)*. Eerst differentiëren we ‘de macht -5’: dat levert 
—5(1 + In p)”°. 


Verder is: An) = k 
dp Pp 
d8(p) — = 
Dus: zp _ SEEN P) s= S 
dp p pa + In p)® 


1 
h' =3 In? (1 EEn 
1'(p)=3 In? (1 + p) Db 
u'(x) =8 sin? (4x) - cos (4x) - }= 8 sin3 (5x) cos (4x) 


u'(x)= 1-2 hs 


Vraagstukken 2.31 a NA 


b 3(12+t-15)2-(24+1) 
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® 


3 


2/3x-5 
2 cos (2t) 
en COU(2) 
sin (24) 
zel) 

nn COSI 

we? w 
_ In‘ x 
5 


S(2x3 —x2+4x— 3) (32+ 2) 


—6 i | ) 
nl ee 
(Gp + 2/pP)* ( N/ 


a DL 
J7 +2x? mame 
VIALIS 
a! 
pp? +1) 


fo) = In |x| 


, 
Voor x= 0 is f(x) = In x, zodat f'(x) =— voorx>0. 
Xx 
Voor x <0 is f(x) = In (—x). Met de kettingregel vinden we: 


1 
‚ zodat ook voor x < 0 geldt: f'(x) = 5 


Eje 
n= 
) —_X X 


d 1 
Conclusie: — (In Ixl) =— 
dx X 


16x(x2 — 4)? 
20 


3 cos? (20x) - Ytan? (20x) 


NI 


Pen 1 2x+3)-1-(x-2)-2 2X+3 1 
ee ITE (2x + 3)2 TZ Ne (2x+32 
2x+3 


3. Jp? +sin (Sp)- (3p? + 5 cos (5p)) 
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2.33 


Opdrachten 21 a 
b 


22 


23 


24 


In Mople: 

> alias (f=f(x), g=glx), h=h(x)); 
diff (Élg), x); 

diff (g(£ ), x); 

diff (É(g(h)), x); 

diff (sin (xA2), x); 


Vv Vv Vv Vv 


2.2.4 Vervolg standaardafgeleiden (2) 


5x! 
5*.In 5 
(G)*- In 5 


Deze opdracht is gelijk aan die onder c. Maar je kunt ook berekenen: 
fw =2 5 f'@)=-2 In 2. 
flo)=pt eter. pr? 


f'(p)=2p-eP+ote e. (1) +e?- p 2e. (—2)e 
zender (1 =) 


PO) MND 2 


ee. 


e° p° 


7 
f«) =arcsin (74), f'X) === 
Á J1-49x? 


1 
f(x) =arcsin hx, WE 
Dell x 


De grafiek van f(x) =arcsin x tref je aan in figuur 1.13 van het hoofdboek. 


Naarmate x van onderaf nadert tot +1 of van bovenaf nadert tot —1, zien we 
de raaklijn een steeds steilere stand innemen: de tangens van de ingesloten 
hoek met de positieve X-as wordt groter en groter. 


1 

Dit klopt met f'(x) =—=; naarmate x nadert tot +1 of —1, neemt f’ 
/l-x2 

onbegrensd toe. 


Figuur 2.10 
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Nn 1 
We lezen in figuur 2.10 af dat dan geldt: cos y = — . Hieruit volgt 
l + x? 
hl 


1 
— ==, hetgeen we moesten bewijzen. 
dx 1l+x? 


p | 3 
25 f(t =arctan &x) > fw e= 
: Í +42)? * 9x? 


5 1 1 —5 
Kn 
1 G,) EVE) (LDV 


Vraagstukken 2.34 a 2e-x°! 
b 3-4 .In4 
2 2x 
c _ arcsin X — Ee 


d 7?-In » 


2.35 a —S sin (5x); (-2cos SXx-sin Sx-5= —S sin (Ox); —Se®*“SP. sin (10x) 


=2"*-In2 3In2(2*+1) 


b —-2-*In 2; — q 22 
| 2*+1 

d 

€ _— (arctan (x)) = 5 
dx lt x2 
d : 2 
— arctan (2X) =——_—— 
dx Cl 14+ 4x? 
5 (sin (arctan (2x))) = cos (arctan (2x)) 2 
— (sin (arctan (2x))) = rctd 3) eme 
dx 14+ (2x)? 
df) 1 Bref EE 

2.36 a RE zodat de richtingscoëfficiënt 1 van de gezochte rechte y= mx + n 
5 


1 
gelijk is aan —. Maar omdat de rechte door (e‚ 1) gaat, moet l=m-e+n 
e 


l 1 

zijn, ofwel 1 =—:e+n, zodat n= 0. De vergelijking is dus: y=—x 
e e 

df(x) 
dx 

1B= —}- lam, zodat n= 13+ 47) = 1,128. 


= —sin X. Dus in (4m, 1/3) geldt 11 = —}. Maar ook geldt: 


Resultaat: y= —Jx+ 1,128 


c De raaklijnvergelijking is y=e- X. 
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2.37 


2.40 a 


De richtingscoëfficiënt van de raaklijn is e‘o, want y' = e*; maar de richtings- 
coëfficiënt is ook: 

BDá eo eo 

bri ‚ zodat e*v= 
QP' _xo-%, XoT Xi 


Zie figuur 2.11. 


‚ zodat Xx, —-X,= 1 of Xy=X| +. 


Figuur 2.11 


Alleen de eerstgenoemde f is gelijk aan zijn eigen afgeleide. 


1p(} 
pi) = p(O) -e-*!, dus nn =p(O)-(-k)-e *"= —k- p(h) omdat 
dh 


p(O) -e *'= p(h). 


De eerste bewering (b) bestaat uit twee delen. 
‘De verandering van de luchtdruk veroorzaakt door een hoogteverschil’ (te 


dp!) 


beschouwen als de verwoording van ), ‘is afhankelijk van de lucht- 


druk ter plaatse’ (dit is p( h)), is getuige voorgaand afleidinkje, kennelijk 
juist. 


Ip 
Hoger in de lucht wordt p(hi) kleiner; : À , = —k- p(t), dus hoger in de lucht 
1 


neemt de druk minder snel af dan lager in de lucht. De bewering is dus niet 
juist. 


d 
Op (0, 6) geldt: s= t?, zodat v= = = 10t op dat interval. 


Op (6, 134; 75) is s= 171,5 + 6t — 122.294,3e- “*!, zodat daar geldt: 
v=6+171.212- eht 


De parachutiste landt met een snelheid van 6 m/s. 


sis continu in t= 6. Een discontinuïteit zou betekend hebben dat de plaats 
van de parachutiste in een tijd nul veranderd zou zijn. 

De s-functie is in t= 6 niet differentieerbaar: de snelheid verandert heel plot- 
seling door het opengaan van de parachute. 

he s'=6+171 212 e-®* m/s = 38,5 m/s; im s' = 60 m/s. 

te6 tT6 
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4-tIn 4 
dus H'(t) = a 


1 
24la Hb, Dee 
0,005 + 4! (0,005 + 4-1)? 


b H'(O)= 1,37; H'(4) =68,27; H'(8) = 0,84. 
We zien dat rond t= 0 de toename 1,37 m/jaar is, rond het vierde jaar 
68,27 m/jaar en na 8 jaren 0,84 m/jaar; zoiets hadden we ook verwacht, 
lettend op de grafiek van de functie H(t). 


2.42 a t/md Geen uitwerking. 
1.100 400 — 


/ 
eG RE N, 


min fo) 9 


Toets leereenheid 2.2 


1 Juist. 


1 À 
2 X- [—— +2: “log (2x) 
IE a 5 ) 


(cos t — sin t) (2sin (21) - cos (2t) - 2 — sin? (2t) (-sin t — cos t) 
(cos t— sin t)? 


4 f!W)= —e (cos t— sin t) +e (—sin t— COS fl) 
= —2ert cost. 


5 a 2cos(2p) 
b 2 cos?—2sin? 


€ cos (2e) = cOS° p — sin? p 


Yv RT + (RT)? — 4ap ; dV es —d RT + V(RT)? — 4ap 
À 2p ‘dp _p ART? — 4ap 2p° 


b Het is de mate waarin het volume van een constante massa gas bij constante 
temperatuur verandert bij drukverandering per eenheid van verandering. 


7 a Nee. 
b 160 cm/s 


c Na 0,078 37 s. 
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8 


a In Derive: 


De vergelijking van de raaklijn aan de kromme in het punt (x,, y‚) luidt: 
y=yit f(X) AX) = XT + ZAAK) = AT — 2XjX. We moeten nu 
voor verschillende waarden van x, in het interval [-3, 3] deze lijnen tekenen. 
In Derive gaat dit heel gemakkelijk met het vector-commando: 


#1 InputMode: =Word 

#2 VECTOR(-x1°2-2*x1l*x,x1,-3,3,0.1) ;Simp(#2) (31 lijnen!) 

#3 [6*x-9, 29*x/5-841/100, 28*x/5-196/25, 27*x/5-729/100, 
26*x/5-169/25, 5*x-25/4, 24*x/5-144/25, 23*x/5-529/100, 
22*x/5-121/25, 21*x/5-441/100, '*x-4, 19*x/5-361/100, .… 

., -27*x/5-729/100, -28*x/5-196/25, -29*x/5-841/100, 
-6*x-9] 
;Plot, Plot 


In Maple: 

De vergelijking van de raaklijn aan de kromme in het punt (x,, y‚) luidt: 
y= t f(X): (AX) = Sin (X,) + COS (X,) (X — XA). Het tekenen van een 
serie van deze lijnen gaat in Maple heel gemakkelijk met het seq-commando. 
(In plaats van x, voerden we in x,/10 en lieten we x, lopen van —60 tot 60 in 
stappen van 1. (Dus 121 lijnen.) 


> rij:=seq(sin(x1l/10)+cos(x1/10)*(x-x1/10), x1=-60...60): 
> plot({rij}, x=-6..6, y=-2..2); 


Á 
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C 


In Mathematica: 

De vergelijking van de raaklijn aan de kromme in het punt (x,, y‚) luidt: 
VV tf) - (AX) =OXP (X)) + EXP (Xi) XX) = EXP (X,) (1 + X—X,) 
Het tekenen van een serie van deze lijnen gaat in Mathematica heel gemakke- 
lijk met het Table [ ]-commando: (Let op: er zijn 81 lijnen.) 


In{ll:= rij:=TablelExpl[xll*(l+x-x1), {x1,-5.3,0.1}1 
In[2]:= Plot[Evaluatelrijl, {x,-5,3}, PlotRange->{-5,20}1 


NON 
4 ó /f 


De normaal en de raaklijn in één punt staan loodrecht op elkaar. De rich- 
tingscoëfficiënten van beide lijnen voldoen dan aan mm, - m1, = 1. 

We tonen dit als volgt aan. Teken twee lijnen die elkaar loodrecht snijden. 
Noem de hoek die ze maken met de X-as respectievelijk «‚ en a. Nu geldt: 
as=T/2ta;,, of a, =T/2+a,. We gaan uit van de eerste situatie. In de 
rechthoekige driehoek geldt: 

tan a, = tan (a, + 7/2) = —-cot a, = —1/tan a, 

Hieruit volgt: tan a, - tan a, = —1. Dus: tm, -m,=-l of m,=-1l/m,. 

De vergelijking van de normaal op de kromme in het punt (x,, y‚) luidt: 


y=yi— (Uf"4)) + RAD) = rf (X—)/(2Xj) 
y=yi- UF!) + (A—x) =Sin Xx, — (X—X,)/COS X, 
y=yi—(U/f'(&)) « (&— xj) =eXp (X,) — EXP (—X,)) (4 — A) 


(Zie voor de benodigde commando's om de series lijnen te tekenen het voor- 
gaande vraagstuk 8.) 
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Opdrachten 


Opdrachten 


Leereenheid 2.3 
Hogere en partiële afgeleiden, 
differentialen en impliciet 


differentiëren 


Praktijksituatie 132 
2.3.1 Hogereafgeleiden 132 
2.3.2 Partiëleafgeleiden 137 
2.3.3 Differentialen 139 
2.4.4 Impliciete functies van één variabele 140 


Toetsleereenheid 2.3 142 


Praktijksituatie 


Se ie 7 E vak 
1 In paragraaf 1.3.3 zagen we, dat lim —— = 1 indien x in radialen is uitge- 


x—0 ” 
drukt. Zolang aan deze voorwaarde is voldaan, geldt dus sin x= x als x ‘klein’ 
is. Zo is sin 0,01 = 0,009 999 8; sin 0,01 = 0,099 8, maar sin 1 = 0,84. Dus x 
moet veel kleiner zijn dan 1. 


2 Substitutie van 0 = sin 0,5t bij g= 10 en /= 40 in [3] levert: 


2 


(sin 0,5t) + 18 sin O,5t =O 


dt? 
OR dze. ì 
Nu is mT (sin 0,5t) = 0,5 cos 0,St en dr (sin O,5t) = 0,5 - 0,5 (—sin O,5t). 
Dit geeft —0,25 sin 0,5t + 18 sin O,St =O en dit is waar voor alle waarden 
van t. 
2.3.1 Hogere afgeleiden 
3 f"@) = 2; dit is een constante, zodat f”'(x) = 0. Dit is opnieuw een constante, 


dus f”'(x) = 0, enzovoort. Dus f is oneindig vaak differentieerbaar, maar 
vanaf f””(x) zijn alle (hogere) afgeleiden nul. 


/ …_(-1°-2-3 2-3 $ 
4 Als we 17 = 4 invullen is —— = — rr, hetgeen inderdaad gelijk is 
Xx x 
aan f *(Xx). 
In de formule voor f “”(x) vullen we n= 6 in. Dit geeft: 
wd (-1)7- 5! 5-4.3-.2.1 120 
fw = =— == 
xe 6 x° 


d . f dr 
5 f*=sin x=sin [X+ 5) 
2 
Ne À ST 
f{'=ecos x=sin (x + ) 
; s Uki , 
Dus f*” = sin (x Es ) met „1 in N. 


d 
6 Als 0 = 0, Sin(kb), dan is peren k. Oa: COS(Kt) en 
d 


do d /d9 d , í 
EPT ATD IT (KO COS(KE)) = —Kk Oo, Sin (kt). 
Substitutie van dit resultaat in [3] geeft: 

—k°0 sind) +5 Oras Sin(kt) =O 


Imax max 


Omdat dit voor alle waarden van t moet gelden, volgt: 
2,8 $ 

—k£- jo ofwelk= EEN 

Houden we het plusteken aan, dan is 0(t) = Oox Sin NE t dus een oplos- 


sing van [3]. 


3 d0 4 7 
7 Als 0 = Ora COS NE t, dan is FT 5 Oox COS N t; deze oplossing vol- 


doet dus eveneens. 


1 
Vraagstukken 2.43 f) =tan x dus f'(x) =——. Hieruit volgt: 
COS°X 


2 sin x 
3 


f")= —2-cOosT* Xx: (-sin x) = 


COS X 


cos3 x- 2 cos X-2sinx:3 cos? x- (—sin x) 


f”G) 


COS° x 
2 cos? x+6 sin? x 


cos* x 
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í Figuur 2.14 De grafieken van f, f'‚ f“ en f'* 


f p va 
| d EE 
NE: : é — ZÁ > 
| | -2n Nee Ed 0 Xx 
Li fi es 
Ek A 
Ze 


EE > 
7e 
Ze Xx 
! f Ee 5 
bil nee 


Hi 

ki 2.44 _ Zie figuur 2.14. 
| 
| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 


a fis overal continu en differentieerbaar; f’ vertoont weliswaar een knik in 
Xx = 0, maar hij bestáát er wel, en dus is f ook in x =O differentieerbaar. 


lim f'(x) =lim O0 =0; lim f'(x) = lim (—sin x) = O; de raaklijn aan de grafiek 
xt0 xto xÎo xÎo 


van f in (O, 1) is dus de lijn y= 1. 
b f'is overal continu, maar in x = O kennelijk (knik!) niet differentieerbaar. 


c _f”is overal continu en differentieerbaar, behalve in x = O; daar is hij niet 
continu en dus ook niet differentieerbaar: f”(O) bestaat niet. 


d fis overal continu en differentieerbaar, behalve in x = O; daar is f ” niet con- 
tinu en niet differentieerbaar: ook f ””(O) bestaat niet. 


2:45 fe f')=2e f'(x) = 22e f(X) = 2" 02, 
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KIEL 


2.46 Zie figuur 2.15. 


Figuur 2.15 De grafieken van f‚ f' en f“ 


a f is overal continu en differentieerbaar. 
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Kilt 


2.47 a 


2.48 a 


2.49 a 


2.50 a 


f' is overal continu; f’ is overal differentieerbaar behalve in x = 0, daar zit 
een knik in de grafiek. 
f'(O)=2cos0=2enlim(—2x+2)=2. 


x…0 


f” vertoont een sprongdiscontinuïteit in x = 0; verder is hij overal continu. 
In x= Ois f” dus niet differentieerbaar; hij is ook niet differentieerbaar in 
x= 1: daar zit een knik. Verder is f” overal differentieerbaar. 


| 
za=l + a?Z, dus Z= ——S5; 
a a” 


d?z 2(3a?—3a+ 1) 


da? (a —a2)* 
y(x? +15 y! = 6x(X2 + 1); py" = 6(X2 +1) (SX2 + 1). 


l —1 
y=VX+liy-= ‚ 


zE We 4(x+ 1) Jx+1 


5 
HI ik PE 


y=X: es y= el + 2x; Ve e (6x + 2x2). 


Ot) = (lens: sin ( Nl + e) 
dot) Sj Ne 
eff a, AlbSof 
ET eee i cos ï + e) 
d20(t) 4 Ne 
ille sad ON 
dr max sin i t+ «) 


Substitutie van deze uitdrukkingen in [3] levert inderdaad een gelijkheid op. 


We gaan uit van bijvoorbeeld 0(t)= 0, sin ( Ne “t+ e) 7 


zodat 9(O) =O sin a; 


Op t= Tis één periode verstreken: O(T) = Oox sin ( Se "tt «). 


l 
Dus Nma zodat T=zanl 
K4 


Ten gevolge van wrijving (voornamelijk van de omringende lucht) zal de 
slinger steeds minder ver uitwijken en ten slotte stilhangen. Maar Foucault 
wilde zijn slinger verscheidene uren laten slingeren. Om de invloed van de 
luchtwrijving te verminderen, paste hij dus een zware kogel toe. 


In ons model is de wrijving volledig verwaarloosd, zodat onze slinger altijd 
in beweging zal blijven, indien hij op enig tijdstip een uitwijking # O had. 
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e Bij « =O gaat 


3 S 5 5 S d 
ORS sin ( NE Et e) En OS (sin if * ECOS « + COS Ne -tsin e) 
. 3 8 
over in 0, Sin NE t. 


f Bij «= 5m gaat 0 sin ( Ne -t+ «) over in 0, COS a t. 


2.3.2 Partiële afgeleiden 


vene: dz A CA 4 
Opdrachten 8 ze X" Sin(3y); ern 2xsìin(3y) en — = 3X* COS(3y). 
dx Jy 
A : du 4 2 
9 De afgeleide Er stelt de snelheid van een punt op de golf in de dwars- 
d 


richting voor. Natuurlijk is deze snelheid, behalve van het tijdstip (f), ook 
afhankelijk van wáár het punt zich op de golf bevindt, dus van x. 


ap 
10 2 stelt de relatieve drukverandering ten gevolge van een volume- 


d 


verandering voor, bij constante temperatuur 7. 


x af x l 
11 fx, y)=tan—, dus —= —e 
y óy ) it 
VA JZ 
Vraagstukken 2.51 a Z=Xy;-—=y eN —=X. 
JX dy 
dz Z dz „4 
b EEN AS =2Xy + L en Ex? + 2yr 
dx 2x dy 
ì dz y dz Xx 
C Z=AIGSiN XY; —= == CN en. 
a Yi Dx En —x2y? dy jl —x2y? 
el kn} X dZ —] 
dez Eee 5 en DIE 
y dx d 
alen 22 af X2 + 
y 
1 dz _—l] dz —2 


dz 5 A À 
f_ z=sin? xy; En sin Xy - COS Xy= y sin 2xy en om 2xy. 
IX dy 


dz 


zap; Zeyl dg xy! 
= ys; =y* In y; IT 
g AE va ay Y 


dz ; dz p 
ASN SEN EN EN 
dx dy 
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2.52 a 


2.53 a 


du 2mÂ Ee ( 2) 
== Cos [— [t-- 
dt T Ti v 


An 
Blijkbaar is k= — 


b da C da 


27 À :) 472 A 2 
TN. ) ve T 
—b à?a 2b 


qz 


a=b sin bc 


da p 
— = be cos be + sin be 
db 


dc 


da 


abac 


he da 1 E 
a=e” sin c; ZD e”“csin c 


d 
da 5 5 
— = ek (b sin C+ COS C) 
dc 
d?a 


— = eb (2b cos c + (b? — 1) sin c) 
2c? 


da 
dbac 


À b aa Cc 
a =arctan =; —= 5; 
c ab b?+c? 


2. 2 04 ä 
a= 10"; nn —2b- 1074“. In 10 


da 2 
—=2C-107#*C In 10 
dc 


22a 22 

210 re In 10(2c2- In 10 + 1) 
02 2D 

LA _ ape. 10-P+ In? 10 

abac 
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= 2b cos be — b?e sin be 


dd, da Een 
— =b? cos be; —5= —b* sin be 
ac? 


=eP“((bc + 1) sin C+ Cc COS Cc) 


bc? 


“bac ob (b+d” dc (bac? Tbo? 


Opdrachten 


Vraagstukken 


12 


13 


14 


15 


2.54 


2.55 


2.56 


2.3.3 Differentialen 


We hebben gezien, dat f'(x) per definitie gelijk is aan de limiet (= de grens) 


Af) 
waar - toe nadert als we Ax steeds maar kleiner kiezen: 0,1; O,O1; …; 


0,000 Ol;…. Zo lang we die grens nog niet bereikt hebben, zal f'(x) dus in 
het algemeen nog niet precies, maar slechts bij benadering gelijk zijn aan 
Af) 

Arcen 


We moeten d(cos x) berekenen, bij x= Jm en dx = 0,001. 
Met df(x) = f'(x) - dx vinden we: 
Acosx = d eos x= —sin x- dx = —sin Am - 0,001 = —-0,000 5 


Ux, y) = X? Sin y + y COS X 

at ’ Í OL 

— =2XSin y—ySin X; — = X? COS Y + COS X. 
JX dy 


dt at 
Dus df=—: dx + —: dy = (2x Sin y — y sin x) dx + (x° cos y + cos x) dy. 
dx dy 
Als x toeneemt met dx en tegelijk groeit y met dy, dan is de werkelijke toe- 
name van z exact gelijk aan Az = 3(X + Ax) + 2(y + Ay) — (3X + 2y) = 
3AX + 2Ay=3 dx + 2 dy. Voor dz vinden we: 
dz dz } ER 
dz = el dx +—-dy=3 dx +2 dy; we zien dus dat Az en dz in dit geval aan 
dx dy 
elkaar gelijk zijn. Dit is steeds het geval, voor elke waarde van dx en dy, in- 


dien z de (lineaire) vorm z = mx + ny + p heeft, met 1, n en p constant. 


dV 
Voor het volume van een bol geldt: v= {mr R*, zodat TPE 4m R?. 
d 


Hieruit volgt: dV = 4m R2 dR= 4m - 102. 10-*= 1,256 637 [cm*]. 


Voor het (lege) volume V binnen de pijp geldt V=!. »R?, zodat 
dV 


— =|. ZR. Hieruit volgt: 
dR 


dV=l-2nR-dR= 100: 27-5-0,2= 628,3 [(cm*]. 


T=2mal- 
8 


We zoeken de verandering van de slingertijd T ten gevolge van een lengte- 
verandering Al: 
dT 


Ti Tr 
— =-—=, zodat dT =—=" dl. 
a” JE Jr 


Nu is / niet gegeven maar dat is niet erg: we bepalen de relatieve slingertijd- 
verandering ten gevolge van de relatieve lengteverandering: 
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| 
| 
| 
| 
| 
| 
Î 
! 
| 


Opdracht 


2.57 a 


2.58 a 


2.59 a 


2.60 a 


16 


De gelaeve slingertijdverandering bedraagt hier dus 5%; bij 24 uur betekent 
dit Zh uur = 50° minuten, ofwel 7 minuten en 12 seconden. 


dz = (COS is — W COS ©) dep + (—p sin W — sin p) dus 
== (y dx — Xx dy) 
(2 + p2) 6 6 
dz=— Z ax Ees ZS dy ee 2 du F7 En dr, dus: 
dx dy du 


dz = 2xy? dx + (2x°y — uv) ze — yv du — uy dv 


sin y X COS y Xsin y Xsiny 
dz=- } dx + L dy — } du + Ls sin vdv 


2 


u COS v u COS V u? cos v U COST Y 


Met u= 1, v= 1, du = 0,002 en dv = —0,004 vinden we dan: 


) In (uv ) In(uv 1 l 
d In (uv) = eld, du + : dv=— v du — u dv 
du av uv uv 
du dv 0,002 —0,004 
nn + = —0,002 
u v 1 1 


Dus 4 In(1,002 - 0,996) = 4 In(1,0- 1,0) — 4 - 0,002 —= O — 0,008 = —0,008. 


u=v=4endu= —0,1 en dv = 0,02: 


4 
OOI) + ==. 0,02 = 0,005 
4 


u d 
d/uv= du + dv = — : (—0, : 7 
En 2Juv 2/44 2/4 


Door dit getal op te tellen bij Ji6 = 4 vinden we de benadering: 4,005 


z=u?e", metu=2en v=0, du = —-0,03 en dv = 0,01: dz = —0,08 
Voor u= 2 en v=0 is z= 4, zodat (1,97)? - e®°1 = 4 — 0,08 = 3,92. 


l l 
d0= Ora ve “sin ( ). dt; do(t= 0) =0. 
AL Vs 
en 1 
dS Omar" sin ( Sj : ) dl; do(t =0) = 
NING $ 
l 
dom tacsin (fit) (ier ar); do(t = 0) =0. 
g ig 


Commentaar: in alle drie de gevallen zal A9(t= 0) op fysische gronden onge- 
lijk aan nul zijn; de relatieve fout in de benadering door dg is hier dus zéér 
groot! Dit komt doordat de grafiek van 9(t) in t= O juist een top vertoont, 


40 
waarbij de raaklijn horizontaal loopt Ge —=0 op t= 0, de snelheid van 
loslaten is O m/s). 


2.3.4 Impliciete functies van één variabele 


Ji 
Fx, y)= ZE -1=0 
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Vraagstukken 


2.61 a 


2.62 


2.63 a 


2 2 \ 5 d ì 
XT yi =ddusF(x, pp=x?rp2-4=0; od EE 


dx dy 
dy 2x X 
Ch 
/ : EUS ER p 

VA y= sin(xy) dus F(x, y)= VX + y— sin(xy) = 0; 
dF l aF 1 
== — Y COS(Xy); —= == — X COS(XY); 
Ox 2/A+Hy Oy 2VX+y 

=== 
dy 1 —2y VX + y COS(Xy) Fr 
de Li ) (teller en noemer zijn met 2 /X + y 


dx 2x /x + y cos(xy) — 1 
vermenigvuldigd). 


dy ye” + 2xy 
dx xer+x? 
l 

dy xy 
dx i ie 

xy? 
dy art pbibe xtlje 
dx xb. ye Iext-a-pe! 


t/4-x? 


dy 


Voor y= + /4-x? is e= =- 


Vraagstuk 2.61: y= 


dy 2x X 
Voor y= — /4-—x? is ke ee 


dx 2/4—-x? y 
Vv tuk 2.61: y? d Je zE 5 
raagstuk 2.61: y= ——, dus y= £ —= È 
8 } } 55 IE 
v 1 dy —1 —y 
oor y= + i = id 
One VENETIE 
dy —1 —y 
Voor y= — ÌS =p. 
À Cd 2x J-x 2x 
1x vj? 
dC(x, t) ENE (x— vtje iT Dt 
Di, mk Dt Dt 
ge 
maximum = 5 - 
/mDt 
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nn 


Toets leereenheid 2.3 

1 f ) —_3 d 2 
Xx) = 
(1 —x)* 

2 P'= (1,017; 1,722) 

ö?z 02 
3 Zen 2} 

dydx dXxdy 
4 De bewering is onjuist. 


2 


2 
5 dz = (2x In y — y Cos x) dx + (z — sin x) dy. 
y 


dx Xe + (xy)! 


dy yes pelxy)e 1. 


y 


-_X 


7 x=l; y= 1; dx = 0,01; dy = —0,002. 


‚2 


d(arctan(xy?)) = 
1 + xy? 


arctan (1) = arctan(1) = 
8 a [0;0,4] 
b Voor a = 0,35: [O; 1,3] 
c Geen uitwerking. 


d Geen uitwerking. 
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dx 


2xy l ; 
+ =— dx + 2dx = 0,005 — 0,002 = 0,003 
l+xy2 2 


TT 


nt arctan(1,01 + 0,9982) — {+ 0,03 = 3,1716 


Leereenheid 2.4 


| Wiskundige toepassingen van de 


differentiaalrekening 


Praktijksituatie 143 
2.4.1 De reeks van Maclaurin 144 
2.4.2 Dereeksvan Taylor 147 
2.4.3 Delimietstellingen van De l'Hôpital 148 


Toets leereenheid 2.4 149 


Praktijksituatie 
Opdracht 1 Zie figuur 2.16 (f(x) = sin x is dik getekend) en tabel 2.5. 
Figuur 2.16 Tabel 2,5 

x sin X 
0 0 

Ar 0,258 8 

Ân 0,500 0 

an 0,707 1 

ud 0,866 0 

hr 0,956 9 

ud 1 


Opdrachten 


2 


2.4.1 De reeks van Maclaurin 


fx) = 1 + 3x + 10x2 — f(O) = 1 


fa) = 3 + 20x — f'(O) = 3 
fa) = 20 — f”(O) = 20 
[") = 0 > f”(O) = 0 


3 20P% ; 
Xt X2, want alle hogere afgeleiden 


Hiermee gaat [4] over in: f(x) = 1 + T Ei 


zijn 0. 
Dus f(x) = 1 + 3X + 10x? is precies de vorm van f die we al hadden! Achteraf 
hoeft dit ons niet te verbazen. Als de te benaderen functie zelf al een macht- 
reeks is, dan krijgen we via dezelfde procedure eenvoudig die machtreeks 
terug als beste benadering van die functie. 


hoors “cost > f(0Op = ll > tag=l 
ALO R=SSIN if '(O) == 0 > ar= 
f!@) = —cosx > f'(O) = —-1 > az= — 
fo Sine fs (OPZ 10 Sd) 
fP) = cosx > fYO= 1 > as=} 
[SY = =sinx > f*O)= O >= as=0,enzovoort. 
Dust en NAA NS , 
us is COS A= 1 — zi + ae + … in de buurt van x = 0. 
(ATEN L (2) 1 
fo) = AE > f0) = -l > ay= =5 
(3) 2 (3) 1 
fa) = TEE > f NO), = #2 > Az= 5 
3.2 " 
fP) = — U)" > f*(0) = -3l > ay=—} 
4.3.2 
fo) = + Me f(O0) = +4! > a;= k,enzovoort 


Dusisln(l +x) =x— 3x? + Ja — FAXT + EXS. in de buurt van x= 0. 


f(O) =0, f'(O) = 1, f2(0) =0, f*(0) = —2, f*(0) =O, f*(O) = 24, enzovoort. 


2n1+1 


arctan x= X— 3XS + ZXS — + (—1)"- 
2n +1 


ie 
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Opdracht 


7 


10 


Figuur 2.17 


Sn 


aantal meegenomen termen 


In een ‘grafiekje’ volgens figuur 2.17 zien we het best hoe de reeks verloopt: 
de som tendeert naar een eindwaarde kleiner dan 0,813 1 (na negen termen) 
en groter dan 0,760 5 (na tien termen). Willen we de eindwaarde tot op drie 
decimalen (achter de komma) nauwkeurig hebben, dan moeten de termen 
dus onderling niet meer dan 0,001 verschillen. Een blik op de reeks leert, dat 


een dusdanige kleine ‘sprong’ (ro) na precies 500 termen wordt be- 


reikt. 


l 
We vinden dat de functie f: x — ï een Maclaurin-reeks heeft die gelijk 
FX 


isaan: 1 -X+X2—xS +xS… 


De Bek : 1 —(—x)" 
LENERS an =d 
Ir eo 1 —(—x) 

1 —(—x)" 

IN HAER , 


ne 1+X 


als lim (—x)"=0, dusals —-1 <x <1. 


Ne X ne 


We vinden nu: 


x3 x° x7 x° 


de ES 
dsinx et ZW 
dx 3! 5! 7! gl 
ESS 
TE ET 
= COS X 


In(l +x)=x-brx2 irt bxt tr 
d In(1 + x) 


=l-Xtx2- rat … 
dx - 


In opdracht 8 vonden we dat deze laatste reeks gelijk is aan TS 8 
+X 
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Vraagstukken 


2.64 


2.65 


2.66 a 


2.67 


2.68 


2.69 a 


fa) = € > f(O) = 1 > ao=l 
f') =e > f'O)= 1 > a,=l 
fx) = e* > fO)= 1 > az= dr 
fx) = et > f0= 1 > az= är 
[Pa = et > fO= 1 > ay=ar 
enzovoort. 
STER 
Dus e‘=1 AX + 
2 3! 4! 
fx) = VJa?+x > f(O) =— a 
Ì | 
dk 2/a?+x rr 2a 
2 1 
FO) = Fel): (a2+x) * > f0= —_—— 
4a* 
m5 
[D= H(-D-(-5 (A24) > fYO= aa 
enzovoort. 


5 > 
X NL 3x* 
Dus Va?+r=at- 


2a 2-4a* 31. 8a* 8a° 


TE X 
Voor voldoende kleine waarden van x geldt dus: /a? +AX = ad + 2 
a 
ie Na 15 
De gevraagde betere benadering is: Ja? +Xx= a+ oe BP 
Za od 
Insert BAE EA + … (rond x=0) 
In(l -x)= -x— 32 Ext Ext — … (rond x=0) 


l+X 
In Ta in(l +) -In(l A) =2X + JASZA H 


(x# 1), (rond x = 0) 


1 
=l- JAN 
vl+x? 
1 
=1—2X+4Xx2—8x3 + 16x* … 
1 + 2x 


We stellen: arctan } = a, zodat tan a = }; en we stellen arctan 4 = B, 
ofwel: tan B = $. Nu volgt: 
tad ] 
2 3 
tan(a+ B) el, dus tan(a + B) = 1. 
ais 


a + Bis dus de hoek waarvan de tangens 1 is, ofwel a + B = arctan 1. 
Dus volgt: arctan } + arctan } =arctan 1 = 4m 


Met formule [7] vinden we: 
APE DSS H+ 


arctan} = }—4 
arctan} = }h-(5P+8-(5)S 3 - (3)7 + 


== 1 ee | 
In= bb gr +10 + 1215 — 896 — 15300 
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(CS IN (2,9 REN (2,9 KK 5,9 9 


270 a et=l+titt= + — 
ac l RAET TRR Te ee ree 
Met it = lit =it ie —ien it=(i®)?= (-1)?= 1 volgt nu: 
TEE KNS 
et=ltitei tet 


it Sg ne en 


b Anders gerangschikt: 


Ofwel: 

e'\ = COS XA + isin X 

Deze belangrijke identiteit (gelijkheid voor alle waarden van x) heet: 
identiteit van Euler. 


2.4.2 De reeks van Taylor 


Opdrachten 11 stan x=} + (X— Jm) + (X—Am)? + AX Jm) … 
dinx 1 1 
12 Te In(l,01) =In(l + 0,01) = In 1 tr: (401 — 1) = 0,01 
ax „d 


Exact: In (1,01) =0,00995. 


«- 1)! (x-1)2 _(x- 1)? 
Vraagstukken 2.71 et=z=ere +e— ar ld: 
1! 2! 3! 


Fes 


272 Ff) =2+7(X-2) +AA 2E + (X- 2) 


l —l 6 
\ = TE Ls DE p 14 2 nd A 
2.73 a f(X) oi (x— 1) + T (x— 1) tai (x— 1) 3 (X- 1) + … 


=l—(X-1) 4 (=- 12 (X-1k … 
0) l l 2! 3! 
stANm= mls Otsen et; NR At e ie, ed 4 
b 8) == 1) trie 8) X-—1)f+ ie B) rs Dt … 
in de buurt van x= 1. 
(x— 1)? } (x-1)3 (x-1)* 
2 8 4 


Dus: g(x) =(x— 1) + …, in de buurt van x= 1. 
ds(x) 


dx 
voor f(x), alles in de buurt van x= 1. 


=l-—(x-1) + (x- 1)? (x- 1) + … wat overeenkomt met de reeks 


2.74 We beschouwen 3/28 als 3/27 + 1 omdat we 3/27 direct kunnen uitrekenen, 
en we ontwikkelen xr in een Taylorreeks rond x = 27. 


fa) 


f'@) > f'(27) 


De reeks blijkt te zijn: 
1 


ie) 1 0! 10 1 
hpt Ee 0 p UN =e EEE en 2 ZE 2e, 3, 
X 50 Xx —27)° + 57 T (2-27) 21 (x— 27) +3 3 @&— 27) + … 


X 


nf (2/0) ES 


GIN Gie 


25 , enzovoort. 


PS 
3X 


2.4 Wiskundige toepassingen van de differentiaalrekening 147 


275 a 


2.76 


2.77 


Opdrachten 13 


14 


Vraagstukken 2.78 a 


d 


in de buurt van x = 27. 


1 
inden: 28° Ee, 3,036 589 2 
We vinden: 28 er ‚036 58 
Dit is in vier decimalen nauwkeurig, omdat - sal Ons 
SED 


Omdat 3 voldoende dicht bij e ligt, en In e bekend is, ontwikkelen we In x in 
een Taylorreeks om x = e. De reeks wordt: 
X-e (X—-e? (x—-e)* (x—e)' 
e 2e? 3e? de® 
Voor x= 3 volgt: In 3 = 1,098 637 (met vier termen). 
De rekenmachine geeft: In 3 = 1,098 612 


Inx=1l + + …, in de buurt van x= |. 


De Maclaurinreeks voor In(1 + x) is hier niet bruikbaar, omdat dan x = 2 zou 
zijn, waardoor de reeks niet meer convergeert. 


Met a = 0 krijgen we de Maclaurinreeks terug. 


2.4.3 De limietstellingen van De I'Hôpital 


Aan de voorwaarden is voldaan. Met behulp van de stelling volgt: 


3 k _ 1+(4x)? 
lim — == lim lk 
x—o0 arctan(4x) x—o0 4 x0 
Ll + (4x)? 
CE Zer ‚ 
lim S= lim = —2e® = —2 (aan de voorwaarden is voldaan). 


x—0 X x—0 


Aan de voorwaarden is voldaan: 
Am-X —1 


lim = 1 


im > 
zoden COSX xlr —SiNX 


Aan de voorwaarden is voldaan: 


1 
2 
__arcsin(2) … _/1l+4x2 
lim == lim e=? 
x—0 X x—0 5 


Met h = Ax herken je hierin de vorm die leidde tot de afgeleide van 
f(x) = sin x. We weten dus al dat het resultaat cos x moet zijn. Nu met De 
Hôpital. We differentiëren teller en noemer naar h en niet naar x! 


sin(x + h) — sin(x) — im COS(X + Ji) 3 


lim = COS X 
hO h n0 

COS X — sin X —Sin X — COS X 
lim ——————= lim ED 
xd 4x xr 4 
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2.79 In aen b passen we de tweede stelling toe. 


1 
E In x d Xx f 2 VE 
a lim —-== lim ——= lim = lim === 
Nr en NP. Xx 1 Xr X Xr 7 
2x 


b Hier passen we de tweede stelling twee keer toe; het resultaat is 0. 


In sin(3p) i op ess tan p - cos? p - cos(3p) «3 
n I sin ) € . Sp. S . 
lim == Een = lim [ = lim ! ! Ls) 


pto Intanp pto l l pto sin (3p) 


tan p cos? p 


(We brengen een p onder de tan p en een 3p boven sin (3p) aan:) 


3p il 
lim tan p - cos? p - cos(3p) - Î = 
pLo sin(3p) p 
…_ tanp 8 
lim ——: lim cos? p cos(3p) - 
pro Pp pio Kn sinGp) 
2.80 a 1 
b 2 
axth_gt __ a*t"Ima+h 
c lim = lim =a* Ina 
eN) h h—0 l 
d 4a® 
d lim ill —=32 
am2 A— aes 2 
281a 5 


b O0 (De l’Hôpital is niet toepasbaar.) 


c 3 


Toets leereenheid 2.4 


1 arcsin x= X + $X° + … enzovoort. 
4) 
2 foe freror Penor … 
We nemen a = 16. 
3 
Dus J17 = 44507- 16) ait zg gs + + = 4123 107 91 
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c1 


In(l +x)=x— xXx? + JAS — Zat 
LA 


. E X 
Voor x = 2 ontstaat een reeks die niet convergeert; de getallen — worden 
n 


willekeurig groot voor x = 2. 


4x 
Inke =In(l +x) —In(l —x) 
mX bx br3 bat … —(-X-FAL EAS) 
p 23 25 27 
=H EA HEM HX 


Voor x= } komt er een reeks die wel convergeert: 


1} : \ 
In =ings=ltZ kred He 
= 1455 +86 + nis 


=1,09 … 


In Derive krijgen we de Taylorreeksontwikkeling van f rond x = a van de orde 
n met het commando: TAYLOR(£, x, a, n). De ontwikkeling van een al eer- 
der gedefinieerde functie kan ook worden verkregen via menu-keuzen: Cal- 
culus, Taylor, enzovoort. 


Het bepalen van de constanten a, b, c‚ enzovoort in vraagstuk 8 van de toets 
van leereenheid 2.3 is erg subjectief. 


We krijgen in Derive een vector van de verschillende Taylorreeksontwikkelin- 
gen van sin X rond x = O tot en met diegene die x?° bevat via: 


#1 VECTOR (TAYLOR(SIN(x),x,0,2*n-1),‚n,1,13) ;Simp(#2) 
#2 [x, x-x°3/6, x°5/120-x°3/6+x, -x°7/5040+x°5/120-x°3/6+x, …. ] 


Plotten van deze ontwikkelingen toont dat de laatste benadering met dertien 
termen heel goed is op het interval [—8, 8). 


Plot een aantal sommen met een eindig aantal termen. We kunnen dan het 
CA-programma de ontwikkelingen laten maken of zelf de formule van de 
algemene term invoeren, bijvoorbeeld in Derive: 


+1 VECTOR(TAYLOR(ATAN(x) ,x,0,2*k-1),k,1,15) ;Simp (#1) 

#2 [x, x-x°3/3, x°5/5-x°3/3+x, -X°7/T+x°5/5-x°3/3+X, 
x°I/J-x°T/Tax"5/5-x°3/34X, -XC11/1l+x°9/I-X°7/T+x°5/5-K 3/3+X, 
-x°21/27+x°25/25-x°23/23+x"21/21-x°19/19+x°17/17-x°15/15+ 
+x°13/13-x°11/1l+x°9/9-x°7/Tax°5/5-x°3/3+x, Xx 29/29-x°27/27+ 
+x°25/25-x°23/23+x°21/21-x°19/19+x°17/17-x°15/15+x°13/13+ 
-x°11/1l+x°9/9-x°7/T+x°5/5-x°3/3+x1 


c2 De ontwikkelingen bevatten uiteraard termen met de factoren (x — 2)2"*- ! 


met k=1, 2, 3, … en hebben als eerste term telkens arctan2. In bijvoorbeeld 
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c3 


Derive blijken de factoren (x — 2)?**- 1 te worden uitgewerkt en arctan2 wordt 


TT 
herschreven tot DE arctan 5. 


#1 VECTOR(TAYLOR(ATAN(x),x,2,2*k-1),k,1,9) ;Simp (#1) 
=2 [(2*x+5*pi-4)/10-ATAN(1/2), 
(22*x°3-192*x°24+654*X4375*pi-716)/750-ATAN(1/2), 
(246*x°5-3360*Xx°4+19790*x°3-65280*x°24+130230*X+46875*pi-111772) / 
93750-ATAN(1/2), .…. ] 


Hiermee hebben we nog niets gezegd over de uitdrukkingen voor de afgelei- 


den van arctanx in x = 2, die niet eenvoudig blijken te zijn. 
Author en Simplify bijvoorbeeld VECTOR (DIF (ATAN (x) ‚x, 2*k-1) ‚k,1,9) 


Het blijkt dat de benaderingen met het toenemen van het aantal termen 


steeds beter worden op het interval [O; 4]; dus over een afstand 2 aan weers- 
zijden van x= 2. 
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Vraagstukken 


Leereenheid 2.5 
Systematisch onderzoek van 


functies en hun grafiek 


2.5.1 Stijgen, dalen en uiterste waarden 152 

2.5.2 Tweede afgeleide en de grafiek van een functie 154 
2.5.3 Systematisch schetsen van grafieken 159 

2.5.4 Krommingen kromtestraal 165 


Toetsleereenheid 2,5 167 


2.5.1 Stijgen, dalen en uiterste waarden 


283 a f(x =x*-Sx?+OIX-20 > f'(x) =3X? — 10x +9. Als f(x) stijgend is, dan 
moet f'(x) > 0 voor alle waarden van x, dus 3x? — 10x + 9 > 0. 
f'ìs een dalparabool, met D= 10? — 4.3.9 = —8 <0, dus f' heeft geen snij- 
punten met de X-as. Nu is bijvoorbeeld f'(O) =9, de grafiek van f' ligt dus 
geheel boven de X-as. Daarmee is aangetoond dat f(x) stijgend is. 


b fa) =JXxS Xx? Hartl e f'(X)= Xx? — 2x +a. We wensen f(x) stijgend; dan 
moet f'(x) > 0, dus x2 — 2x +a > 0. 
X? — 2X + a is een dalparabool; als D < O zal x? — 2x + a > 0 zijn; 
D=4-—4a<0esa>l. 


284a flw=x 3x ee f'(X)=3Xx2—3= (XI) (X +1). 
f'@)=0Oalsx=—1lofx=+1. 
Het tekenverloop van f'(x) is 


—1 +1 
f vertoont een maximum voor x=—1 en een minimum voor x= +1. 


CH 


, k 


fCO=x* 2x? 1Sx > f'(X)=3X2 — 4x 15 


ì ——_— 
De Ief tV/16+180 4414 5 
f'@)=0 vn Gen Tiet D= „zen Ë = +3. 


Het tekenverloop van f'(x) is 


Hd eet RE 
ri en ane nnn 
S 
—-5 +3 
5 
3 N 5 nen 
f vertoont een maximum voor x = =3 En een minimum voor x= Ss} 


_Dus f'(x) =Oalsx= —1, Oof +1. 


Het tekenverloop van f'(x): 


f vertoont een minimum in x= 0. 


fo) == et > f'(D= (2x) Ke 
f!@)=Oinx=Oenx=2. 
Het tekenverloop van f'(x): 


ROR ed > 
mmm Bema mmm 
0 2 
f vertoont een minimum in x= O en een maximum in x= 2. 
Ô e Een minimum (— Je 2) en een maximum (/2, 7) 

2.85 a v‚=v+ 8; dat wil zeggen dat de snelheid ten opzichte van het water groter is 
dan ten opzichte van de wal; dat kan alleen als de boot en het water een te- 
gengestelde snelheid hebben: de boot vaart dus stroomopwaarts. 

30 
vT=30"5 Ts 30 
/ > T= 
v‚—8 
V‚=Vv8 > v=v,-8 
Dit substitueren in B=k- T- vè geeft het gewenste resultaat. 

b v‚=v+8. Uit v,‚=8 volgt dat v, de snelheid ten opzichte van de wal, O is. 
Het schip ligt dus stil ten opzichte van de wal, maar gebruikt wel energie om 
de tegenstroom te weerstaan. 

30 vi dB —8)-3v2 vi 1 

RES lede eg LN 

v.—8 v‚—8 dv, (wv, —8)2 


3(v,—8)—v,  _30kvs 


WB = w-8) =8)? (2v, — 24) 


=30k- v2. 
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dB 
Dus ie 0 indien v‚,= 12 km/uur. 


dB 
Verder wisselt in hier duidelijk van teken: 
Vs 


dB dB 
— <0 als v, <12 en —>0 als v, > 12. 
dv, dv, î 


B vertoont dus een extreem bij v‚= 12; dit extreem is een minimum: het 
brandstofverbruik is dus minimaal als v‚= 12 (vis dan 4 km/uur). 


2.5.2 Tweede afgeleide en de grafiek van een functie 


Vraagstukken 286 a f(X)=3X?— xt f'(x) = 6x — 3x? =3X(2—x) =Oals x= Oofx=2. 
Nu is f'(x) = 6 — 6x. 
- f!O)=6>0: 
f «) heeft in (0,3 - 02 — 0%) = (O, O) een lokaal minimum; 
if 6 1260: 
f@) heeft in (2,3 - 22 — 2%, 4) = (2, 4) een lokaal maximum. 


b f"(x)=6—6x=6(1 —Xx)=0 voorx= 1. 
Omdat f(x) in x= 1 van teken wisselt, heeft f(x) in 
B(1,3- 12 — 1) = B(1, 2) een buigpunt. 


c De vergelijking van de buigpuntsraaklijn is y = mx + 1. 
me=f"(1)=3:1:(2-1)=3; dit geeft y= 3X +1. 
Substitutie van de coördinaten van B(1, 2) geeft: 2= 3-1 +n,dusn=-l. 
Conclusie: de vergelijking van de buigpuntsraaklijn is y= 3x — 1. 


Figuur 2.18 


287 a flx)=x3-3X2- IM +6; f'(x) =3X2 6x 9 = (2-3) (X+ 1) =O 
alsx,= —lenx,=3. Nuis f'(x) = 6x — 6; 
—-f'(-1)=6-(-1)-6=-12<0: 

fx) heeft in (—1, (-1)3 —3- (-1)2—9 - (—1) + 6) =(—1, 11) een lokaal 
maximum; 
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-f"(3)=6-3-6=12>0: 
fo) heeft in (3, 3*—3-32—9.3 +6) =(3, -21) een lokaal minimum. 


b fx) =6x-6=0alsx=1. 
Omdat f(x) in x= 1 van teken wisselt, is 
B(L, 1* 3: 12-91 +6) =B(1, -S) een buigpunt. 


c De vergelijking van de buigpuntsraaklijn is y= mx + n. 
Nu ism = f'(1) =3(1 —3) (l + 1) = —12; dit geeft: y= —12X + nu 
Substitutie van de coördinaten van B(1, —S) in y= 3x + n1 geeft: 


-5= 12: 1 +n, dus n= 7. Conclusie: de vergelijking van de buigpunts- 
raaklijn is y= — 12X + 7. 
d 
Figuur 2.19 


2.88 fa) =ax + bx? > f'(x) =3ax? + 2bx > f(X) =6ax + 2b 
Buigpunt in x= —2, dus f”(-2)=0 > 6a=b. 
Het buigpunt ligt op de grafiek van f‚dusa-(—-2)* +b-(—2)?=16 > 
—8a + 4b = 16; in combinatie met 6a = b levert dit: a= len b=6 


289 f(X) =axt+bx?er+d es f'(X)=3ax? +2bxt+e es f'(x) =6ax + 2b 


b b 5 5 
6ax + 2b=0alsx= = „En omdat f(x) in x= nn van teken wisselt, is 
a 


X= Ea een buigpunt. 
3a 


290a f(X) = 


maximum. 
De vergelijkingen van de buigpuntsraaklijnen zijn, figuur 2.20: 


al AA): pedel f 


— door B,(0,0): y=x 


= door Bi V3,+5 3): yeztte f 


X 1 er ; 1 
5 heeft in (- In 25 een lokaal minimum en in { 1, 2 een lokaal 
A2 
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Figuur 2.20 


0,8 - 
0,6 - 
0,4 - 
0,2 - 

0 _ 


2 


X 
b f@)= NE 


1 
mi heeft in (O, —1) een lokaal minimum. 


De vergelijkingen van buigpuntsraaklijnen zijn, figuur 2.21: 


l Is 3 5 
a 53 a p= B x= 


2 
1 1 5 5 
al va): dT sh” 


Figuur 2.21 


1 
c — f@=e—es f'(x) =2e* — er =e(Ze* — I= 0alse'= of 


als x= —In 2. 
— Nuis f(x) = 4e®* — et =e“(4e* — 1). 


1 1 
f"-In 2) =erin2(4e-In2 Ds (2-1) Sr 0: 


1 al 1 
f(x) heeft in (—In 2, 22 —eln2) = (an De Ae 5 = (-m 2) 5) 


kaal minimum. 
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4 1 
— f”W=ede — I= Oalser= rÛ dus als x= —In 4 = —1,3863. 
Omdat f(x) in x= —In 4 van teken wisselt, heeft f(x) in 
4 Ô oe 3 
B(—In 4, ent eind) Bl -In 4d, 5) =B (om (+ -- a) 
16 4 16 
een buigpunt. 


— De vergelijking van de buigpuntsraaklijn is y = mx + n. 


m=f'(-In 4)=et(2e-'n*_ 1) zl F 1) Eis dit geeft: y = 5 X + 
ZAAT ID EE EN 
ke : 3\. Ì ; 
Substitutie van de coördinaten van B| —In 4, — 16 in y= zt X + n geeft: 
J 
8 l Srl } er 
Ten (-In 4) + n, dus n= —— — — In 4. Conclusie: de vergelijking 
4 ak 1 Se 8 
van de buigpuntsraaklijn is: y= —— X — — — — In 4, figuur 2.22. 
8 16 8 
Figuur 2.22 
y 
0:95 


) l 
d — f(®) =sin 5 f'@)= 5 cos 5 =0 in [—m/2, Sn/2]als x= 7. 


sin 


Xx 
Nu is f'(x) = — 5 


1 
f"@)= ii sin 


f(x) heeft in (- sin 5 = (m, 1) een lokaal maximum. 
"(x) De ze Oalsx=0Oofx=2 
— =—=sin == = = 2m. 
Mk np 
Omdat f'(x) in x= O en x= 2m van teken wisselt, heeft f(x) in 


0 2 
B, (o, sin el = B‚(0, O) en Bolz. sin (5) = B‚(2m, 0) buigpunten. 
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L 


— De vergelijking van de buigpuntsraaklijn door (O, 0) is y= m,X +1. 
1 o\ 1 1 
m, 5605 5) En dit geeft y = zl HIj. 


l 
Substitutie van de coördinaten van B,(O, 0) in y= 2 Xn, geeft n, =0. 
l 
Conclusie: de vergelijking van de buigpuntsraaklijn is: y = 7 x, figuur 2.23. 


Ì 
Evenzo de andere buigpuntsraaklijn: y = 7 — 5 x, figuur 2.23. 


Figuur 2.23 


Lj 1 1 1 
5,788 1,5788 3,1416 4,7124 6,2832 18 


291 a f"'(t)= —6t; buigpunt in t= 0; f'(0) = 3; buigpuntsraaklijn y = 34. 


1 1 
b Buigpunten B, en B, in p, =—=en pp = ——=. 
1 2 1 NE 2 we) 
16 
8'(@)= — ERG dit is tevens de richtingscoëfficiënt 71 ,van buigpunts- 
Vv 


Ll 8 
raaklijn 1. Deze gaat natuurlijk door B, | —=, — |; voor buigpuntsraaklijn 1 
) 1 B 9 Sl 


16 24 
eldt dus: y= == X + — 
8 y 3,5 9 


16 
Voor buigpuntsraaklijn 2 geldt: y= —= x + — 
Sp Jn4g y 3 NE 9 
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Vraagstuk 


Vraagstukken 


2.92 


2.93 a 


Wij lieten Derive de tweede afgeleide van H(t) berekenen en vervolgens bepa- 
len waar deze gelijk aan nul is: 


#1 H(t):=1/(0.005+4° (-t)) ;Dif(#1’,t) 

#2 DIF(1/(0.005+4° (-t)),t,2 ;Simp(#2) 

#3 62542 (2*(t+4))*(200-2° (2#t))*LN(2) “2/(2° (2*t) +200) “3 

#4 SOLVE(625*2° (2=(t+4))*(200-2° (2*E))*LN(2) °2/(2° (2*t) +200) “3=0, t) 

;Simp(#4) 

#5 [E=LN(5)/LN(2)+3/2, t=inf, t=-inf, 
t=inf+pisti/(2*LN(2)), 
t=inf-pi*#i/(2*LN(2)), 
t=inf+3*pitti/ (2*LN(2))] 

Approx (#5) 

#6 [t=3.821928, t=inf, t=-inf, .……] 


Inderdaad is voor t= 4 de tweede afgeleide gelijk aan nul. Uit het verloop 
van de grafiek van H(t) blijkt dat hier een maximum ligt. 


2.5.3 Systematisch schetsen van grafieken 


f'@)= 12x° — 12x%; f'(x) = 60x* — 36x?. 
Minima (-1, -1) en (1, -1), maximum in (0, 0). 
Buigpunten (— /0,6, —0,648) en (/o,6, —0,648). 
De grafiek van f(x) is getekend in figuur 2.24. 


Figuur 2.24 


8 - 


1 Het domein van f zijn die x-en waarvoor geldt 4 — x? > 0, dus (-2, 2). 
2 fX)=0  x=0. De grafiek loopt dus door de oorsprong. 
4 
3 f'@)= at ‚ f'@)>0. De grafiek is dus overal stijgend. 
— X 2 


4 f'(x) =12x(4 — x2)£ 
Op (-2, O) is de grafiek concaaf; op (O, 2) is de grafiek convex. 
(O, 0) is het buigpunt. 
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5 lim f(x) is niet van toepassing. 


Xe 


lim f(X) = eeen lim f(X)= — 
EN) xi-2 
In x=2en x= —2 zijn dus verticale asymptoten. 


Ì 1 
6 Wrs D=. 
f B f B 


Hierna kan de grafiek getekend worden (zie figuur 2.25). 


Figuur 2.25 


€ 1 D‚=R" 
1 
2f)=0exr=- 
e 


—_2 In x 
x2 


3 f'@= 


; fA)=2 iseen maximum. 


Ft ttr 
See 


0 1 


—2X+4X- In x 
4 f'@)= ne vre a bij In x= } treedt tekenwisseling op; 


( le 7) is het buigpunt 
v fe b40 5 


ek + 
DE NN 
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De grafiek kan nu getekend worden (zie figuur 2.26). 


Figuur 2.26 


flx) 3 


d Verticale asymptoot x = 0. 
>N e x 
Un lime 
Xx 1 7 


ve ET : 


—=0; 
Ì 


Er zijn dus twee horizontale asymptoten. 
Geen extremen, geen buigpunten (zie figuur 2.27). 


Figuur 2.27 


4 —_ 
5 di 


e Minima ter grootte 0 bij x= (2k + 1) (k geheel). 
Minima ter grootte 2 bij x= 2kr. 
Maxima ter grootte 2} bij x= 4} + 2kmen bij x= — Sm + 2km. 
Voor de buigpunten bepalen we f“: f'(x) = 4 cos? x — cos X — 2 


1+ 33 
8 


Oplossingen: (cos X) > = 


Xx, = 0,568; x, = 2,206; x3 = —0,568 en x, = —2,206. 
Zie verder figuur 2.28. 
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Figuur 2.28 


f_Minimum (-1, -5); maximum (1, 4). 


Buigpunten: (0, 0); (/3, 3/3); (- 3, —4/3). 
Zie figuur 2.29. 


Figuur 2.29 


05- en 
04- en 
03- eg 
02- EEn 
01 - | 

0 - 


le 2, —In x 
g Minimum: Pl ==) NX) =— rr; het buigpunt zit dus bij 
Er sp 


x=l > B=(1,0). 


ie Jx - In x bepalen we met de tweede stelling van De l’Hôpital (zie 
xto 


paragraaf 2.4.3): ; 
Ì x x 
lim Jx-In x=lim EN in lim 2x: 
x10 xio 1 xio —F-XT2 xl0 X _xlo 
J 
Zie verder figuur 2.30. 
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Figuur 2.30 


h Geen buigpunten, alleen randextremen: 


l 
lim arctan —= }m en lim arctan —= — Jm. 
X x 


xio Xx xTo 

Ll D‚= KR, behalve x = 0. 

2 f(x) #0 voor alle x in D,. 

| 

Safi re de grafiek daalt dus overal. 

Xe + 
; 2x : 

4 f'(x) =- a de grafiek is dus convex op R* en concaaf op Rr. 

XT + 
Maar er is geen buigpunt, want voor x = 0 bestaat f(x) niet. 


5 lim f(x) =0;dus de X-as is een asymptoot. 


Amp Le 


Zie figuur 2.31. 


Figuur 2.31 


1ole y 


2.5 Systematisch onderzoek van functies en hun grafiek 163 


dy dx 


| 
| 
l '| a Dus y= ———. Dus y’=0Oals y= —3X. 


1] leveren dus inderdaad y’ = 0 op. 


HIj positief is en of in (-1, 3) y” negatief is. 
| 6Xx+4+2y 
| Omdat y'=— Ee ‚ geldt: 
2X+2y 
| (2x +29) (6 + 2") — (6x +2) (2 + 27") 
REN (2x + 2)? 


2.94 ze (zie paragraaf 2.3.4) met F(x, y) = 3X° + 2Xy + y2 6. 


| b De punten (1, -3) en (-1, 3) liggen op de grafiek en voldoen aan y= —-3xen 


c Dit is een lastige vraag; we Kunnen immers nu geen tekenoverzicht van y' 
| || bepalen. Wat we nog kunnen doen, is y” bepalen en kijken of in (1, —3) y° 


Voorx= 1, y= —3en y' =0 volgt y" = } > 0, dus is -3 een minimum. 


d Voorx= —1, y= 3 en y' =0 volgt y"= —$ <0, dus is 3 een maximum. 
295 fwW= EN 
of2r 
—X (A2 
fw) = er: > 
o*f2r 


PO 07 (5 E i) 


Buigpunten bij x= +o en x= —0. 


2.96 a Zie figuur 2.32. 


Figuur 2.32 
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Opdrachten 


Vraagstukken 


b 
1 
2 a 
b 
G 
2.97 a 
b 
2.98 


Dan is de snelheid v ten opzichte van de wal negatief, dat wil zeggen het 
schip vaart ‘achteruit’. 

2.5.4 Kromming en kromtestraal 

Nul, want y” = 0. 


In O(O, 0) is de kromming het sterkst. 


FOX KS =D 
2 
(lt 4x2): 


Deze k is maximaal bij x= 0, want voor x = 0 is de noemer minimaal, dus de 
breuk k is maximaal. 


lim k =O; dit klopt met de grafiek, die steeds steiler en rechter gaat lopen. 


x 


f=y?—x?— 100 


aF 
dy ax ZX Kn AAN VX 
da DE Dep rk en 
ay 


y”(O, 10) = 4 —> de kromme is convex in (O, 10), dit is dus een minimum. 
y(O, —10) = — ib > de kromme is concaaf in (O, 10), dit is dus een maxi- 
mum. 


y=Xt Ar y=2-4> y=2 


y' 2 
K= e == : 
(+ (p!)2): (4x? — 16Xx + 17): 


dk 
Om extremen te vinden, bepalen we: 3 
Xx 


dk 


_—12(4x? — 16x+ 17)*- (8x — 16) 
dx 


(4x? — 16x + 17)? 
dk : \ 
k bereikt een extreme waarde als Er =0 en 8x — 16 van teken wisselt, dus als 
X 
… dk en, : 
x= 2. Dit is een maximum, want voor x <2 is a positief en voor x> 2 is 
Xx 


dk ! 
— negatief. 
dx 
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2.99 a We vinden nu: 


dk _ (+ I) + x -3x/X2+4+1 (—x2+1) + 322 


dx (x2 + 1)3 (x2 + 1): 


dx 


b Zie figuur 2.33. 


Figuur 2.33 


c_De kromtecirkel heeft als vergelijking: 
(Xx — 2,83)? + (y + 1,85)? = 22 
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k l 
en ORVOOI N= N ; daar is k maximaal. Bijbehorende R-waarde: 
2 


ere ere 
2.100 a k= en 
(+ (et —e 2): (leer): 
dk 
br 
dx 


(lette 2)i (ere) (ete). Il te Her?) (Ze?* — 2e?) 


(-1 zen +e 2x)3 


dk 
c Voorx=0is Ae =0; Kis daar minimaal, zoals uit de grafiek blijkt. 
dx 


2101 a F=X?+y?-R2- Le Se 


dy 
x2 
2 tb At 2 
dy y-Xy y R 
dx2 y? y? y3 
R? 
—R? l 
b k=— Le r= zen, als y>0is; 


R 


Toets leereenheid 2.5 
ie jn nn Ee 
1 In X=-— ziteen minimum. f(}) = —— is de minimale waarde. 
e e 
f(O) =O is een randmaximum. 


2 a De buigpunten zijn (O, 0), 3, 1) en (— B, —À En 


b In de buigpunten is de kromming 0. 
In de extremen is de kromming +3. 


3 Irre(1+d 
== EXE =| 
4 2 
4 Ja. 


5 Zie figuur 2.34. 
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Figuur 2.34 


fx) 6 - 
5- 
A= 
3 - 


»d 
Len] 
EN 


et Ume 
(yo x5)e 


7 _a Voor de genoemde waarden van x is cos x = 0, zodat de functiewaarden al- 
daar gelijk zijn aan sin x, ofwel gelijk aan 1 respectievelijk —1. 


b De kromming is hier nul, dus de kromtestraal is ‘oneindig’ ofwel de oscula- 
tiecirkel is een (horizontale) rechte lijn. 


€ Kromming k = 4, dus kromtestraal R= 0,25. 


d Geen uitwerking. 
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Leereenheid 2.6 


Praktische toepassingen van de 


differentiaalrekening 


Praktijksituatie 169 
2.6.1 Nader onderzoek van de doorbuiging van de kabel 170 
2.6.2 Hyperbolische functies 171 
2.6.3 Nog enkele uitgewerkte voorbeelden 172 


Toets leereenheid 2.6 177 


Praktijksituatie 


Opdrachten 1 Een geringe doorbuiging vraagt iets minder kabel en dus ook wat minder 
elektrische verliezen; maar bij een wat minder strak gespannen draad is de 
trekspanning weer wat lager. 


2 De trekspanning in de ophangpunten is het grootst, omdat deze mede het 
gevolg is van het eigen gewicht van de draad. 


3 d(T cos p) = 0 betekent: de toename van (T cos @) is nul; dit houdt in dat 
Cc 
(T cos p) constant is, ofwel T=—— met c een constante. 
COS p 
dy. ; 4 ä 
4 y= En is de afgeleide van y, waarbij y de doorzakking van de kabel voor- 
X 


stelt; tan pis de richtingscoëfficiënt van de raaklijn aan de doorzakkingslijn. 


d dtanp d2 
Uit tan p= volgt Se 


5 Metk=1 volgt: y=j(e+e*) > y'=h(er—e) > y'= Het He) 


Opdrachten 


d 
Substitutie van y’= z in het rechterlid van [5] geeft: 
X 


d 2 
Lel 1) =Jl+ (Ser —e 2 


dx 


ij 


VIl+ He? 24e?) 


eer 
EN 4 


iu 
ne 
ha} 
hed 
„Pit 
hard 
A 
ee 
hand 


2.6.1 Nader onderzoek van de doorbuiging van de kabel 


C 
T= 
COS 


kabel; T'is hier dus het kleinst! (Kijk nog even naar opdracht 2.) 


De trekspanning T bestaat uit een horizontale en een verticale component; 
deze laatste wordt veroorzaakt door het eigen gewicht van het lager gelegen 
kabeldeel. In A en B is dit lager gelegen kabeldeel het grootst, zodat T daar 


maximaal is. 


Het volume van 1 m kabel is Jm - (0,01)? - 1 m®; de massa ervan is dus 
im-(0,01)?-1-8,91- 10*=0,7 kg/m. 


x= 50 


50 
Stele k =p, dan is 4 (» — 


_116* v(1,16)2 + 4 


P12= 2 
50 
p= 1,74 (p2=-0,58 voldoet niet, want p =e k kan niet negatief zijn) 


50 
Duse k =1,74 > k=91. 


1 
al =0,58 of p2—1,16p—1=0. 


Ya=Yp= 105 m 


90,65 m 
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‚ dus T'=cals cos p= 1; dus als p =O, in het laagste punt van de 
@ 


C 624,3 
COS © COS @ 


10 RS 


In x= 0 is © =0; daar is T= 624,3 N (zie ook opdracht 6). 


624,3 
In Bis p= 30%; daar geldt T= B =721N. 

2vr 

LN We volgen de redenering die door opdracht 9, onderdelen b tot en met e, 

wordt gesuggereerd: 

dy so 50 
tan 15° = 0,268, dus 0,268 = (5) =h(ek —e kj) 

XJ n 


50 


Stel weere k =p > p?—0,536p—1=0; p= 1,303; k= 189. 
Hieruit volgt c= 9. W.k= 1.297 N. 


Ya = Ys = 195,7 m; hoogte van het laagste punt (x= 0): yo = 189 m 


5 Ape ° 2 : 1 297 ‚| 
Irekspanninginx=Ois 1 297 N; T,=Tp= ng | 343 N. 


cos 15 
Bij kleiner ; gaat de kabel strakker staan en neemt de trekspanning in de 
kabel toe. 


Vraagstukken 2.102 Ja, y+ 20 of, algemener, y + C met C een willekeurige constante, is óók een 
oplossing van de differentiaalvergelijking. Dit komt doordat die constante 
bij het bepalen van y’ uit y immers wegvalt. Fysisch blijft alles wat we tot nu 
toe berekend of afgeleid hebben gelijk als de kabel 20 m hoger had gehan- 
gen. 


2.103 De maximaal toelaatbare spanning is 220 « ‚bh - 75? = 1.728 N. In B (en A) is 
de trekspanning maximaal, dus mag T niet groter zijn dan 1.728 N. 


2.104 _Detrekspanning in A en Bis kennelijk de maximale trekspanning: 1.728 N 
(zie ook vraagstuk 2.103). De verticale component ervan is 
1.728 - sin 11,5° = 344,6 N. 


e ’ 


De totale massa van de draad is dus = 70,31 kg. 


, 


Eén meter draad weegt 0,7 kg, dus de lengte is 100,44 m. 


2.6.2 Hyperbolische functies 


eren er-(cet) erger 
Opdrachten 12 en ne 


Ie ze ex er? Ri: er —er* 2 
13 (fG))* — (8) 5 ) ans ) 


e+ 24e? FZ) 


4 4 
=1 
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Vraagstukken 2.105 a coshx-cosh y+sinh x-sinh y 
=jler He) (e” He) + Fleet er) (e” —e””) 
=O PON HON POT HON EN ON OTY) 
= W(20**N 4 2471) 
= Vert" Het) 
= COSh (X + y) 


cosx - cosh y — sinh x « sinh y= cosh (x — y) volgt door in voorgaande 
formule voor cosh (Xx + y) voor y‚ -y in te vullen. 


b sinh (X+y)=sinh x - cosh y + cosh x « sinh y 
sinh (Xx — y) =sinh x - cosh y — cosh x - sinh y 


2.106 De bewering als geheel is onjuist; y= cosh x voldoet niet; y = cos x voldoet wel. 


2.6.3 Nog enkele uitgewerkte voorbeelden 
Opdrachten 14 a Zie hoofdboek. 
b r=0,4 


c k'=12pnr-2 zE in k’ =O valt p weg. 


d _d=0,75 dm, h= 2,25 dm. 
e d= 1,08 dm, h= 1,08 dm. 


f_d= 1,08 at dm, h= 1,08 - a dm. 


Zie uitwerking op cd-rom. 


15 Geen uitwerking. 


Categorie Algemeen en recreatie 


Vraagstukken 2.107 _ Als rde straal van het grondvlak is en / de hoogte van de cilinder, dan geldt 
voor de oppervlakte O= r? + 2mrh en voor het volume V= mr? = 1, zodat 


2 dO 2 1 
O= mr? +—. Nuis —=2mr——=0, zodat r=—== 0,68 dm en 
r dr r? Jm 


1 
h=7==0,68 dm. 
Yn 


2.108 De zijwand kost p per m?. De totale kosten zijn dan: K= =r2- 2p + 2mrhp als 
r de straal van het grondvlak is en / de hoogte van het reservoir. Verder geldt 


16 327 
voor het volume mr2h = 16m, zodat h= Po Danis K= 2mr?p + ee fi 
dK 32 dK 
zodat — = Arp — LL Uit —=0 volgtr=2 men h=4 m. 
dr r2 dr 
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2.109 


2.110 


2.111 


2.112 


2.113 


We noemen de lengte van de kippenren len de diepte d. Nu is [+ 2d = 20 (of 


) 
1= 20 — 2d) en de oppervlakte is O = ld = 20d — 2d?. Met en =20—4d=0 
ae 
isd =S m. Dan is /= 10 m. 


V=2m:l=jh, dus V=b.l.he=b.3h?=2m". 
We gaan de totale bandlengte L uitdrukken in één variabele. 
Totale bandlengte L: 


32 
L=U2b+2)+2U2b+2- 3) +04 > L=Sb+ 10 +04 = 3) 
1 


+ 10 + 0,4 


25 


dL _—64 na ‚ [6,4 
+ 10. Lis minimaalals /= - res 1,287 m. L= jh= 1,93 m; 


dh 3h* 
4 000 


y= = 0,805 ‘m. 
3h- 


De bodemoppervlakte O moet zo groot mogelijk zijn. Ook nu proberen we 
weer O in één variabele uit te drukken: 


100 — 31 
O=sbils 
3 +! 
dO (3 +1) - (100 — 61) — (100! — 31°) - 1 
dl (3 + D? 


dO 
Nul stellen van - u leidt tot: 12 + 61 — 100 =O, waaruit de optimale lengte 
C 


100 — 22,32 
van 7,44 m volgt. Voor b volgt: b= oe = 7,44 m. Het bad moet 
vierkant zijn! 


Stel DB = x, dan is AD = 600 —xen DC = „/500° + x2. 
Voor de totale kostprijs P(x) geldt nu: 


P(x) = (600 — x)150 + 200 /500? + x° 


dP 50 ( 3 4x ) 
= st 
dx /500? +X2 


Pis minimaal als x= 567 m. 


Categorie Wiskunde 


Voor de oppervlakte O geldt: 
O= ja? sin a, zie paragraaf 0.3.4. 


dO 
Nu volgt: — = Ja? cos a 
da 


Er is een extreem (een maximum) bij «= 4m, O is dan Ja?. 
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2.114 


2.115 


2.116 


2.117 a 


Zie figuur 2.35. 


Figuur 2.35 


ia IN 
Bev 4 


Noem de hoogte van de kegel 30 + x. De straal van het grondvlak is dan 
/900 — x?, zodat de inhoud is: 


fl , 1 
I= (30 + Xx) 7 (900 —x°) = 4m(30* — 30x? + 30?x — x*). Uit nn =0 volgt 
dx 


3x2 42-30. x— 302 = (3x — 30) (x + 30) =O. Alleen x= 10 voldoet, dus de 
hoogte van de kegel is 40 cm en de straal van het grondvlak 20 47 cm. 


l 

Noem de getallen xen —. Dan is hun som S= X +—. 
Xx X 

ds len De 

— =| ——. Erzijn extremen bij x= len x= =1. 

dx Ne 

AES 

s=—>0 voorx= 1 
abe 


Er is alleen een minimum voor x= 1. De getallen zijn len 1. 


Stel de getallen x en 1 —x. 


df Ale 1 _ ls 
dx xXx? (lx? (l-2-x2’ 


er is een extreem bij x= 5. 


Dit extreem blijkt een minimum te zijn. 
De getallen zijn Jen 5. 


Driehoek ABP heeft een rechte hoek in P. De hoek bij A noemen we a, dan 
geldt voor de oppervlakte O (te berekenen met basis (PB) maal halve hoogte 
3PA): 

O=}-10 cosa: 10 sin a= 25 sin (2a) 


LOO eostze Obie As? 
da 
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2.118 


2.119 a 


2.120 a 


dO 


En wisselt, in « = 45°, bij toenemende a, van positief naar negatief, dus het 
[84 


extreem is een maximum. 


Omtrek = 10 + 10 cos a + 10 sin « 


dOmtrek 
en =—10 sin «+ 10 cos a =0 bij « = 45° 
da 


Ook dit extreem blijkt een maximum. 


Categorie Natuurwetenschappen 


ac? (am \3 wel 
EO Eek e 21 
Jm \2K1 


F(O)=0-e"?=0 


GEA 4 ( m ) i 2c 4 ( m ) f 2 5 
(CO) == (on En WN 
, 23 (e Jr 2KT/ ec ns ee MGS mc Jm 2KT/ ene Ber 


dr bne 2kT 
Blijkbaar is ri 0 indien c=Oen indien c= ne Omdat F(O) =O en 
de ! 


lim F(c)=0 én F(c) > 0, moet vanwege het continu zijn van F voor 


CC 


2kT . 
c= —_- een maximum optreden; maak een schets van £. 
ml 


Uit de tekenwisseling van F' volgt dit ook. 


Zie uitwerking op cd-rom. 
8a 


qd 
/_= el T,.= 
Vir=3b, Pi, EDE 


72 pz’ 


= 302,998 K. 


Categorie Bedrijfskunde 


Ww=gp-C= w=—iq?+50g— 56 
dw 5 De E 
cie — 37 +50 > bij q= 20 is w maximaal. 


=444; q- p= 900; 49,33%. 


W max 


wS}qg-p dus —3q?+50q—56S3q(60—5q) > —q°+30q — 560 


2.6 Praktische toepassingen van de differentiaalrekening 175 


Het gelijkteken geldt bij q=2en q= 28. 
Bij q=2 geldt w= 39; bij q= 28 hoort w = 364. 
Dus bij q = 28 is w maximaal. 


2.121 MetA=15-3k is R=2-3*k(S5 Kk) = 215 —3Kk) kt. 
__dR en es jk 
Nuis ag 405-30 oki +2(15—3k)t kri = 


(15 —3k) tk 4k+2(15 —3K)) = (15 —3k) tk (10 —6k). 


De maximale opbrengst is 1° . @/36 voor k = 5. 
I 8 BEN 3 


Toets leereenheid 2.6 


| 1 Zie ook uitwerking op cd-rom. 
|| Er is een minimum voor k als r= 0,43 dm. 
Daarbij is h= ár. 


| EN 2 Voor p= jm treedt een maximum op voor t. 
1 
REE 
4 100 _ 2003 
In 3 De waarde van Lis dan: —— + 
32 z 
160 40 
Dr nt OI 
l 3 ] 
4 Zie uitwerking op cd-rom. 
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Eindtoets hoofdstuk 2 


m(ee)= lim m(t)= = 166,7 gram 


l 
1 0,006 
Maximale groei na t= 25,6 dagen. 
Geen uitwerking. 


Zie figuur 2.36. 


Figuur 2.36 


—_ 


on & 0 oo mim 
Eh! 


Er zijn geen buigpunten. 


Ee 
ID =O+r tens tt. 
L 2L2 
Ì i(t) E 
im ib == 
te R 
Ji Ji dE E 
di dE SRE dk 
dE aR RR? 
dy _cosh?x-—sinh?x 1 
dier cosh? x __cosh?x 
Geheel likb 2 d tan x 1 
eheel vergelijkbaar met: = 
bi dx cos? x 


Voor p = 290 = €53,33 is w maximaal. 
De waarde van q is dan q = 40. 
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5 a lim x2-e*=0 


xe 


b Zie figuur 2.37. 


Figuur 2.37 


3- fx) | 


2,5 - | 
2- | 


al | 


) 
on Gn B 


c De kromming k in x= 0 is 2. 


20-x Vl44+x? 
3z 


6 De totale tijd is: t(x) = 


+ 
Z 


Er treedt voor x= 4,24 een minimum van t op. 


7 a De: (-3m, 2m), (-m, 0), (O, 7), (2m, 3m), … 


b lim f(X)=—e, lim f@)=—ee, lim fX)=— ee, lim fa) =-1,2 
xt-3n xT-2n xian xÎo 
lim f(x) = 1,2, lim f(«) = eo, lim f(x) = eo, lim f(X) = — co 
xto xÎ rn xl2n ‘Tân 


De overige limieten bestaan niet. 
c In x= 0 een sprongdiscontinuïteit. 


d lim f@)=-—e, lim f(X) = ee 


Xe Ednd 
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e Zie de Maple-uitvoer in figuur 2.38. 


Figuur 2.38 


f_ Maximum —13,2 voor x= 7,35. 


Minimum 0,8 voor x= 8,1. 
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Leereenheid 3.1 


Numerieke berekeningen met 


behulp van een computer 


Praktijksituatie 182 


3.1.1 De limietberekening lim el 182 
Xx 


x—0 
Í 1 — cos x 
í 3.1.2 Delimietberekening lim —  — 183 
| XO X 


3.1.3 De berekening van het getale 187 
3.1.4 Een tweede manieromete berekenen 188 


Toetsleereenheid 3.1 192 


Praktijksituatie 
Opdrachten 1 Geen uitwerking. 
2 Zie Excel- en Maple-bestand op de cd-rom. 


sin x 


3.1.1 Delimietberekening lim 


x0 
à …_ SIN X a nn : 
Opdracht 3 In de uitdrukking — - moet, tenzij uitdrukkelijk anders is aangegeven, het 
X 


argument x worden uitgedrukt in radialen. In de ‘hogere wiskunde’ wordt 
het argument van een goniometrische functie altijd in radialen genomen. 


ak il he | 


Vraagstukken 


0,9589 
0,9996 
1,0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000 
1,0000 


Opdracht 


3.1 a 


geeft het volgende resultaat: 


x sin(x) sin(x) /x 
-0,5 -4,794255386E-01 9,588510772E-01 
-0,05 -4,997916927E-02 9,995833854E-01 
-0,005 -4,999979167E-03 9,999958333E-01 
-5,00E-04 -4,999999792E-04 9,999999583E-01 
-5,00E-05 -4,999999998E-05 9,999999996E-01 
-5,00E-06 -5,000000000E-06 1,000000000E+00 
-5,00E-07 -5,000000000E-07 1,000000000E+00 
-5,00E-08 -5,000000000E-08 1,000000000E+00 


We hoeven slechts de inhoud van cel A2 van 0,5 te veranderen in —0,S. Dit 


b Uit de grafiek moet blijken dat in de buurt van x = 0 geldt: sin x= x 


3.2 


0,95885108 
0,99958339 
0,99999583 
0,99999996 
1,00000000 
1,00000000 
1,00000000 
1,00000000 


Hierna staan de resultaten voor de uitdrukking sin x/x met, van links naar 
rechts gaande, respectievelijk 4, 8, 12, 14 en 16 decimalen achter de komma. 
We gebruikten dezelfde waarden voor x als in de uitwerking van vraagstuk 
3.L. Aan de laatste kolom zien we dat er door het spreadsheetprogramma 
niet meer dan 1$ cijfers achter de komma gebruikt worden (let op de nullen 
aan het eind). We zien ook duidelijk dat bij minder decimalen kennelijk ge- 
woon wordt afgerond. 


0,958851077208 
0,999583385414 
0,999995833339 
0,999999958333 
0,999999999583 
0,999999999996 
1,000000000000 
1,000000000000 


0,95885107720841 
0,99958338541357 
0,99999583333854 
0,99999995833333 
0,99999999958333 
0,99999999999583 
0,99999999999996 
1,00000000000000 


0,9588510772084060 
0,9995833854135670 
0,9999958333385420 
0,9999999583333340 
0,9999999995833330 
0,9999999999958330 
0,9999999999999580 
1,0000000000000000 


3.3 Geen numerieke uitwerking. Let erop dat x zowel van bovenaf als van 
onderaf naar nul gaat. 
Ga zorgvuldig de gebruikte eigenschappen na bij de volgende omvorming: 
tanx sinx 1 
lin => limiet =1 
x50 X Ke COSK On Kan XE ONCOSK 
Als we het al niet wisten, leren we hieruit dat in de buurt van x = O kennelijk 
cos x gelijk is aan 1. 
‚ „ 1-cosx 
3.1.2 De limietberekening lim ——— 
x0 Xx 
4 Ga in het volgende elke stap zorgvuldig na. 
…_ 1-—cosx 2 sin? }x sin? ix __ }4sin?(3) 
lim === = ee >= Ì Se 
x—0 x2 x0 x2 x—0 5) x—0 (5) 


. x 2, H Xx HH X 
„t EE (= 2) zl lim sin E) sin ($) 
2Zx—o \ (5) 2x—0o (5) 6) 


Een alternatief is het gebruik van de stelling van De l’Hôpital. 


lim 


x—0 


1 
2 
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Vraagstukken 


(l-cos(x))/x°2 


0,00001 

0,000001 

0,0000001 
1E-08 
1E-09 


9,950041652780260E-01 
9,999500004166650E-01 
9,999995000000420E-01 
9,999999950000000E-01 
9,999999999500000E-01 
9,999999999995000E-01 
9,999999999999950E-01 
1,000000000000000E+00 
1,000000000000000E+00 


4,995834721974180E-03 
4,999958333473660E-05 
4,999999583255030E-07 
4,999999969612650E-09 
5,000000413701850E-11 
5,000444502911710E-13 
4,996003610813200E-15 
0,000000000000000E+00 
0,000000000000000E+00 


0,499583472197418 
0,499995833347366 
0,499999958325503 
0,499999996961265 
0,500000041370185 
0,500044450291170 
0,499600361081320 
0,000000000000000 
0,000000000000000 


De nauwkeurigheid is maximaal bij x= 0,0001. De berekening ontspoort 


vanaf x= 1E — 08. 


3.5 a Met behulp van Excel vinden we: 


x 
1 0,01 
2 0,005 
3 0,0025 
4 0,00125 
5 0,000625 
6 0,0003125 
7 0,00015625 
8 0,000078125 
12 4,88281E-06 
13 2,44141E-06 
14 1,2207E-06 
15 6,10352E-07 
16 3,05176E-07 
17 1,52588E-07 


18 7,62939E-08 
19 3,8146E-08 
20 1,90735E-08 
21 9,53674E-09 
22 4,76837E-09 


(l-cos(x))/x 


0,004999958 
0,002499995 
0,001249999 
0,000625 
0,0003125 
0,00015625 
7,8125E-05 
3,90625E-05 
2,4414E-06 
1,22072E-06 
6,10362E-07 
3,05226E-07 
1,52431E-07 
7,63976E-08 
3,7835E-08 
2,03727E-08 
1,16415E-08 
0 

0 


Afgaande op de functiewaarden in de tabel is de waarde van de limiet 
waarschijnlijk gelijk aan nul. De convergentie is zeer langzaam. De (foutieve) 
uitkomsten gelijk aan nul in de regels 21 en 22 zijn het gevolg van onnauw- 
keurigheden in de berekening van de teller. 
De functiewaarden zijn ongeveer gelijk aan $. Dit kunnen we als volgt 


verklaren: 


X X 


sins … X sins sin Xx 
n= -= 


3 2 3 3 2 


In het laatste lid gaan de eerste twee factoren in de limiet naar 1; de derde 
factor gaat uiteindelijk naar nul, maar net zo hard als x zelf. 


184 3 Het oplossen van niet-lineaire vergelijkingen 


b Met behulp van Excel vinden we: 


x (l-cos°2(x))/x°2 1l-cos°2(x) 
1 0,01 09 rt tv 9,99967E-05 
2 0,005 0, 99999. vereen 2,49998E-05 
3 0,0025 0799 vn ee RE 6,24999E-06 
4 0,00125 OREL CER en d 1,5625E-06 
5) 0,000625 OCR REN IES 3,90625E-07 
6 0,0003125 0;9999999., „reste 9,7672E-08 
jd 0,00015625 0,99999999....... 2,44141E-08 
8 0,000078125 1,00000001....... 6,10352E-09 
9 3,90625E-05 1,0000000........ 1,52588E-09 
10 1,95313E-05 1,0000000........ 3,8147E-10 
Il 9,76563E-06 1,000000.,-.5 9,53675E-11 
12 4,88281E-06 0,99999.......... 2,38418E-11 
13 2,44141E-06 1,00001.......... 5,96057E-12 
14 1,2207E-06 1,10 00,01: vem tarn teven 1,49014E-12 
15. 16,10352E=07 AAOOOU 5 oreters tet 3,72591E-13 
16 SnO5T76E07 PROG IEN ve det ole ee vee 9,30367E-14 
17 1,:52588EZ07 ALO O's tren teres ters tele te 2,33147E-14 
18 Pr 6293IE-08 WRO NGO vn vene vene 5,77316E-15 
19 3,8147E-08 aBanner ELD 1,55431E-15 
20 19 07:35E=08 VEL rester siens nn vee va NEN 4,44089E-16 
21 9,546 T4BT09 Orkater 0 
2 AIT GHITROD RD Dirar denn Mie IE 0 


Afgaande op de functiewaarden in de tabel is de waarde van de limiet waar- 
schijnlijk gelijk aan 1. Dit vermoeden wordt bevestigd door de volgende om- 
werking: 


(1 + COS Xx) 


l—cos?x (l—cosx)(l+cosx) 2sin?3 


x2 x? x 


L (sin 3\? 1 5 

55 ( : ) (A +cosx) — 2 (1)=-2=1 

N.B. In de derde kolom van de tabel hebben we de decimalen die meer dan 
een eenheid afwijken (in die decimaal) van de exacte waarde van de limiet, 
vervangen door een punt. Hierdoor zien we duidelijker dat aanvankelijk de 
nauwkeurigheid van de benadering toeneemt en dat deze vanaf een zeker 
moment weer afneemt. Dit laatste ten gevolge van afrondfouten bij het bere- 
kenen van de teller (vierde kolom). Merk ook op dat vanaf regel 21 de waarde 
van de teller gelijk aan nul is geworden. 


X 
2 


c Met behulp van Excel vinden we: 


x (x - sin(x))/x°3 x — sin(x) 
1 0,01 0,166665833335744 1,66666E-07 
2 0,005 0,166666458335796 2,08333E-08 
3 0,0025 0,166666614592748 2,60417E-09 
4 0,00125 0,166666653700354 3,25521E-10 
5 0,000625 0,166666663581338 4,06901E-11 
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0,0003125 
0,00015625 
0,000078125 


3,90625E-05... 


0,166666666245874 
0,166666666245874 
0,166666666245874 
0,166666723089293 


5,08626E-12 
6,35783E-13 
7,94729E-14 
9,93411E-15 


10 1,95313E-05... 0,166666723089293 1,24176E-15 
11 9,76563E-06... 0,166666723089293 1,5522E-16 

12 4,88281E-06... 0,166663085110486 1,94021E-17 
13 2,44141E-06... 0,166677637025714 2,42548E-18 
14 1,2207E-06... 0,166706740856171 3,03238E-19 
15 6,10352E-07 0,166706740856171 3,79047E-20 
16 3,05176E-07 0,165775418281555 4,71162E-21 
17 1,52588E-07 0,163912773132324 5,82335E-22 
18 7,62939E-08 0,178813934326172 0 

19 3,8147E-08 0,119209289550781 0 

20 1,90735E-08 0,000000000000000 0 

21 9,53674E-09 0,000000000000000 0 

22 4,76837E-09 0,000000000000000 0 


(Opmerking: in de regels 18 en 19 zien we het merkwaardige effect dat 

X — sin (x) als zijnde nul wordt weergegeven, maar (x — sin (x))/x* nog niet. 
Een gevolg van het werken met floating-point-getallen.) Afgaande op de 
functiewaarden in de tabel vermoeden we dat de waarde van de limiet gelijk 
is aan }. Dit vermoeden wordt bevestigd door de volgende omwerking: 


Hsine vlet) Erk. AM 
„3 Ae Re iT TnT Hie 
Xx Xx Xx - 5! 


d Met behulp van Excel vinden we: 


x (tan x-sin x)/x°3 tan x - sin Xx 
al, 0,01 0,500012500542768 5,00013E-07 
2 0,005 0,500003125035453 6,25004E-08 
3 0,0025 0,500000781250565 7,81251E-09 
4 0,00125 0,500000195358119 9,76563E-10 
5 0,000625 0,500000048919702 1,2207E-10 
6 0,0003125 0,500000012948476 1,52588E-11 
7 0,00015625 0,500000005843049 1,90735E-12 
8 0,000078125 0,499999998737621 2,38419E-13 
9 3,90625E-05 0,500000055581040 2,98023E-14 
10 1,95313E-05 0,500000169267878 3,72529E-15 
11 9,76563E-06 0,500000169267878 4,65661E-16 
12 4,88281E-06 0,499996531289071 5,82073E-17 
13 2,44141E-06 0,500003807246685 7,27601E-18 
14 1,2207E-06 0,500003807246685 9,09502E-19 
15 6,10352E-07 0,500120222568512 1,13714E-19 
16 3,05176E-07 0,499188899993896 1,41878E-20 
17 1,52588E-07 0,499188899993896 1,77348E-21 
18 7,62939E-08 0,506639480590820 2,24993E-22 
19 3,8147E-08 0,476837158203125 2,64698E-23 
20 1,90735E-08 0,476837158203125 3,30872E-24 
21 9,53674E-09 0,000000000000000 0 
22 4,76837E-09 0,000000000000000 0 
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Vraagstukken 


3.6 


Afgaande op de functiewaarden in de tabel vermoeden we dat de waarde van 
de limiet gelijk is aan 0,5. (Waar is de nauwkeurigheid kennelijk het grootst?) 
Dit vermoeden wordt bevestigd door de volgende omwerking: 


tan Xx — sin X 


Griet. 


le r-) 


xs 


3.1.3 De berekening van het getal e 


We kunnen schrijven: (1 + 1)" =e"” maen, 


Neem links en rechts de 


ae EE logaritme; dit geeft links: » - In (Ll + 4); en rechts: 


“In (l +): 


Ine=n- 


In (1 +): 


lan: In (1 + }). Beide leden zijn dus 


gelijk en bijgevolg de oorspronkelijke leden ook. Met behulp van Excel 


vinden we: 


(1+1/n) °n 


e-(1+1/n) °n 


e° (n*1n(1+1/n)) 


e-e° (n*ln(1+1/n)) 


ONU BRWNHO 


1,E+16 


3.7 


2,0000000000 
2,7048138294 
2,7181459268 
2,7182804692 
2,7182817864 
1,5364841140 
1,0043045873 
1,0000429163 
1,0000000000 


0,7182818285 
0,0134679990 
0,0001359016 
0,0000013593 
0,0000000421 
1,1817977144 
1,7139772411 
1,7182389122 
1,7182818285 


2,00000000 
0,70481383 
2,71814593 
2,71828047 
2,71828180 
2,71828205 
2,71852350 
2,71611003 
1,00000000 


0,718281828 
0,013467999 
0,000135902 
0,000001359 
0,000000030 
-0,000000225 
-0,000241668 
0,002171794 
1,718281828 


Merk op dat de alternatieve vorm (kolom 5) tot aan de ‘ontsporing’ in regel 8 
betere resultaten geeft dan de vorm in kolom 4. 


Wil je de fout kunnen tonen, dan moet je de exacte limiet kennen. We bere- 
kenen deze als volgt: 


ke 


n= ) ( | e | a 
n rr) mn Lt 


1 nl 
ee) 


” 
5 


l 


+ et 


In de limiet dat # (en dus ook » — 1) naar oneindig gaat, nadert de laatste 


factor naar 1 en de voorlaatste factor gaat naar 1/e. Dus lim (l-})"= 


Met behulp van Excel vinden we: 


(1-1/n) °n 


(1/e)-(1-1/n) °n 


en! 


kend 


@OINUREWNHO 
Hr 
ti 
+ 
o 
oo 


0,0000000000 
0,3660323413 
0,3678610464 
0,3678792572 
0,3678794380 
0,6508365338 
0,9957143375 
0,9999570856 
0,9999995232 


0,3678794412 
0,0018470999 
0,0000183947 
0,0000001840 
0,0000000032 
-0,2829570926 
-0,6278348963 
-0,6320776444 
-0,6321200820 
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Opdrachten 


Vraagstukken 


3.8 a De algemene vorm van de termen is: ft, = (—1)"- E =(—5)". De eis 


5 


3.9 


|t <0,5 - 10-* komt neer op n= 15. Hoewel een som met dit bescheiden 
aantal termen eenvoudig te bepalen is met behulp van een spreadsheet- 
programma, hebben we voor de verandering een en ander berekend met 
behulp van het computeralgebrapakket Maple. Het bijkomende voordeel is 
dat we daarin ook de exacte waarde van de som Kunnen laten bepalen als het 
aantal termen naar oneindig gaat (zie onderdeel c). We vinden bij n= 15: 


> evalf(sum(((-1)/2)°k,k=0..15)); 
„6666564941 


Stellen we dezelfde eis voor de reeks met de algemene term van de vorm 
1/(22-1) dan blijkt dat #1 = 9 genomen moet worden. We vinden voor n =9 
respectievelijk n= 15: 


> evalf(sum(1/(2° (2*k-1)),k=1..9)) ; 
„6666641235 


> evalf(sum(1/(2° (2*k-1)),k=1..15)); 
„6666666660 


Het blijkt dat dit een nauwkeuriger resultaat oplevert. Dit volgt uit het feit 
dat de limiet voor 1 — eo gelijk is aan 3. We verifiëren dit door ‘wat meer’ 
termen te nemen: 


> sum(1/(2° (2#k-1)),k=l..infinity) ; 
2/3 


Opmerking 1: Een opmerkelijk resultaat, het computeralgebrapakket 
bepaalt de oneindig voortlopende som exact! 

Opmerking 2: Bij een alternerende (convergente) reeks is de fout in de som 
door het weglaten van laatste termen kleiner dan de absolute waarde van de 
laatste meegenomen term. 


3.1.4 Een tweede manier om e te berekenen 


Ofwel k is zo groot dat k! niet berekend kan worden, of k! is zo groot dat 1/k! 
niet verschilt met nul (ofwel kleiner is dan het kleinste positieve getal dat (in 
de computer) kan worden weergegeven). 


Bij een zakrekenmachine met tien cijfers op het display zijn dertien termen 
k=0 … 12) voldoende. Dit blijkt uit tabel 3.4 in het leerboek. Als we trou- 
wens aan Maple vragen naar e in 25 decimalen nauwkeurig, dan krijgen we: 


> evalf(exp(1),25) ; 
2.718281828459045235360287 


Hieraan zien we dat het laatste van nul verschillende cijfer uit het boek ver- 
kregen is door afronding. Op deze positie staat in e het cijfer 4 gevolgd door 
een 5. 


Met Maple vinden we: 


> evalf (Pi°6/945,25) ; 
1.017343061984449139714517 


188 3 Het oplossen van niet-lineaire vergelijkingen 


Als we de som > 1/k® berekenen in Excel, dan blijkt vanaf 1 = 429 het resul- 
kel 
taat niet meer beter te worden dan 1,01734306198444. Vanaf n = 456 blijkt 


het verschil tussen de som van de n termen en waarde van =°/945 niet meer 
te veranderen, de som wordt niet meer groter. 


sum(l/k°6, k=l..n) Pi()°6/945 -—- sum 


1,14199678918338E-16 


1,01734306198444 


-8,43769498715119E-15 


455 1,12701999218967E-16 1,01734306198444 -8,21565038222616E-15 
456 1,11227184493176E-16 1,01734306198444 -7,99360577730113E-15 
457 1,09774836663683E-16 1,01734306198444 -7,99360577730113E-15 
458 1,08344565433063E-16 1,01734306198444 -7,99360577730113E-15 
3.10 De duizendste term in de som heeft de waarde 10°, de miljoenste term 
heeft de waarde 10 '* en draagt dus nog zeker bij aan een som met bijvoor- 
beeld vijftien decimalen zoals in Excel maximaal mogelijk is. Bij duizend 
termen hebben wij er een punt achter gezet. 
n Toke 2 sum(1/k°2, k=l..n) (pi”2)/sum 
997 0,00000100602710840646 1,64393156066653 6,00365893400560 
998 0,00000100401203208019 1,64393256467856 6,00365526734315 
999 0,00000100200300400501 1,64393356668156 6,00365160802216 
1000 0,00000100000000000000 1,64393456668156 6,00364795602060 
Het aantal termen is inderdaad nog niet groot genoeg om ‘precies’ de waarde 
6 te Krijgen. 
Voor de som van de vierde machten vonden we na duizend termen het 
volgende resultaat. 
n 1/k°4 sum(1/k°4, k=1..n) (pi”4) /sum 
997 0,00000000000101209054 1,08232323337529 90,00000002792700 
998 0,00000000000100804016 1,08232323337630 90,00000002784310 
999 0,00000000000100401002 1,08232323337731 90,00000002775960 
1000 0,00000000000100000000 1,08232323337831 90,00000002767650 
Het gezochte getal C is ongetwijfeld gelijk aan 90. 
3.11 In de volgende tabel staan de resultaten voor diverse even machten van mr. 
We hebben voor een aantal waarden van k de uitkomsten van de som laten 
weergeven als breuken met (maximaal) drie cijfers in de breuk voor de rest. 
Ter vergelijking geven we hierna ook de exacte resultaten die verkregen zijn 
met het computeralgebrapakket Mathematica. 
k n =2 4 6 8 10 
2 7 249/278 91 127/187 946 85/142 9451 378/619 93556 527/771 
4 6 347/372 90 223/782 945 43/453 9450 27/836 93555 8/691 
8 6 60/130 90 37/825 945 1/243 9450 93555 
16 6 187/815 90 3/487 945 9450 93555 
32 6 43/376 90 945 9450 93555 
64 6 29/508 90 945 9450 93555 
128 6 16/561 90 945 9450 93555 
256 6 13/912 90 945 9450 93555 
Inf. 6 90 945 9450 93555 
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2 924043 272/465 9121614 239/540 90030847 45/554 888579013 167/406 
4 924041 300/379 9121612 154/307 90030844 373/384 8885790111 102/973 


8 924041 470/597 9121612 1/2 90030844 944/975 888579011 57/545 
16 924041 544/691 9121612 1/2 90030844 944/975 8885790111 57/545 
32 924041 544/691 9121612 1/2 90030844 944/975 8885790111 57/545 
64 924041 544/691 9121612 1/2 90030844 944/975 8885790111 57/545 

128 924041 544/691 9121612 1/2 90030844 944/975 8885790111 57/545 
256 924041 544/691 9121612 1/2 90030844 944/975 8885790111 57/545 
Inf. 924041 544/691 9121612 1/2 90030844 944/975 8885790111 98/937 


Als we het aan het computeralgebrapakket Mathematica vragen, Krijgen we 
het volgende exacte antwoord: 


In[1}:= 
TablelSum[1/k°n,{k,Infinity}l, {n,2,20,2}1 


Out[1]:= 
2 4 6 8 10 12 14 16 
Pi Pi Pi Pi Pi 691 Pi 2 Pi 3617 Pi 
(---, bd 05 nt Eet en A er ni en at ata de DA en nne Te Ld 
6 90 945 9450 93555 6385112875 18243225 325641566250 
18 20 
43867 Pi 174511 Pi 
etat ei reden nde eldnd r veneeeeneevenne} 


38979295480125 1531329465290625 


In{2]:= 
Table{[Sum{[1/k°n,{k,Infinity}), {n,0,4,1}1 


Out[2]:= 


2 4 
Pi Pi 

{Infinity, Infinity, ---, Zetal3l, ---} 
6 90 


Voor k =O en 1 is de reeks niet convergent; voor k = 3 en alle overige posi- 
tieve gehele oneven machten bestaat de som wel, maar is niet zoals bij de 
even machten door een eenvoudige formule weer te geven. De functie die we 


hier bestudeerden ( DN 1/k*) wordt de zeta-functie (£(s)) genoemd. 
kel 


3.12 _Hetishet handigst om een spreadsheet te maken waarin één cel de waarde 
van a bevat waarnaar verwezen wordt bij het berekenen van de functie- 
waarden en die we naar wens kunnen variëren. 
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a=l 
k x=10°"k sqrt (x*(x+1))-x 
al 10 0,488088481701515 
2 100 0,498756211208899 
3 1000 0,499875062461001 
4 10000 0,499987500625139 
5 100000 0,499998750005034 
6 1000000 0,499999874969944 
7 10000000 0,499999986961484 
8 1000000000 0,500000000000000 
9 1000000000 0,500000000000000 
10 10000000000 0,500000000000000 
a=10 
k x=10"k sqrt (x*(x+1))-x 
ak 10 4,142135623730950 
2 100 4,880884817015160 
3 1000 4,987562112088990 
4 10000 4,998750624608870 
5 100000 4,999875006251390 
6 1000000 4,999987500021230 
7 10000000 4,999998750165100 
8 100000000 4,999999880790710 
9 1000000000 5,000000000000000 
10 10000000000 5,000000000000000 


Afgaande op de resultaten in voorgaande twee voorbeelden vermoeden we 
dat de limiet voor willekeurige waarden van a gelijk is aan Ja. Het kan wor- 
den bewezen dat dit vermoeden juist is (ook voor negatieve waarden van a). 


Op gelijksoortige wijze als bij a vinden we nu voor de limietwaarde: In a. 


a=2 (In 2 = 0.6931471806....) 
k x=1/10"k (a°x-1)/x 
1 0,1 0,717734625 
2 0,01 0,695555006 
3 0,001 0,693387463 
4 0,0001 0,693171204 
5 0,00001 0,693149583 
6 0,000001 0,693147421 
7 0,0000001 0,693147204 
8 0,00000001 0,693147184 
9 0,000000001 0,693147095 

10 1E-10 0,693147761 
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woe 


Toets leereenheid 3.1 


linkervorm 


rechtervorm 


0,0016 
0,00064 
0,000256 
0,0001024 
0,00004096 
0,000016384 
6,5536E-06 
2,62144E-06 
1,04858E-06 
4,1943 E-07 
1,67772E-07 
6,71089E-08 
2,68435E-08 
1,07374E-08 


0,33334 
0,3333344 
0,333333504 
0,333333361 
0,33333334 
0,333333343 
0,333333373 
0,333333492 
0,333332062 
0,333312988 
0,333129883 
0,333007813 
0,3359375 
0,34375 

0 

0 


0,33334 
0,3333344 
0,333333504 
0,333333361 
0,33333334 
0,333333351 
0,33333339 
0,333333435 
0,333333872 
0,333321556 
0,333093302 
0,332790528 
0,334549301 
0,350044609 
0,37982271 
0 


De twee vormen geven elkaar in nauwkeurigheid niet veel toe. De rechter- 
vorm houdt het iets langer vol. De limietwaarde is kennelijk 4. In de buurt 
van x = 0,0001 wordt de maximale nauwkeurigheid bereikt. 


k x=10°"k 

dl a 

2 100 

7 10000000 
8 100000000 


0,249843945 
0,249998438 


0,260770321 
0 


0,249843945 
0,249998438 
0,25 
0,25 


De limietwaarde is kennelijk gelijk aan 4. De alternatieve vorm is veel beter. 


x(Sqrt(4x°2+1)+2x) 


2x/(Sqrt(4x°2+1) -2x) 


k x=10°"k 
dh a {n 
2 100 


10000000 


7 
8 100000000 4E+16 
9 


400,2498439 
40000,25 


4E+14 


1000000000 4E+18 


400,2498439 
40000, 25 


3,83479E+14 
#DIV/O! 
#DIV/O! 


De limiet bestaat niet (is oneindig groot). 
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Sart (x) (Sqrt(x+4) -Sqrt (x+2) ) 
2Sart(x)/(Sqrt (x+4) +Sqrt (x+2) ) 


al 10 0,877708416 0,877708416 
2 100 0,985340888 0,985340888 
| 1000 0,998503491 0,998503491 
4 10000 0,999850035 0,999850035 
5 100000 0,999985 0,999985 

6 1000000 0,9999985 0,9999985 

7 10000000 0,999999851 0,99999985 
8 100000000 0,999999993 0,999999985 
9 1000000000 1,000000041 0,999999999 
10 10000000000 1,000000339 1 

11 1E+11 0,999990492 1 

12 1E+12 0,000007614 lj 

13 1E+13 0,999861644 1 

14 1E+14 0,987201929 1 

15 1E+15 0,942432183 1 

16 1E+16 0 d 

17 1E+17 0 1 


De limietwaarde is kennelijk gelijk aan 1. De alternatieve vorm is de nauw- 
keurigste van de twee. 
k x=10°k x°2*(Sqrt(x°4+8)-x°2) 
Brx°2/(Sqrt(x°4+8) +x°2) 
10 3,99920032 3,99920032 
3,999999917 3,99999992 
4,000030458 4 


4,470348358 4 
100000 0 4 
1000000 0 4 
10000000 0 4 


De limietwaarde is kennelijk gelijk aan 4. De alternatieve vorm is de nauw- 
keurigste van de twee. 


We nemen eerst de limiet van bovenaf naar x = 2: 
£ = 


(x°2-x-2)/(x-2); f met fout = 


h x=2+h (x°2-x-2.005)/(x-2) 

0,1 Zisk 3,1 3,050 

0,01 2,01 3,01 2,510 

0,001 2,001 3,001 -1,999 
0,0001 2,0001 3,0001 =47,000 
0,00001 2,00001 3,00001 -497,000 
0,000001 2,000001 3,000001 -4997,000 
0,0000001 2,0000001 3,000000098 -49997,000 
0,00000001 2,00000001 3,0000000000 -499997,003 
0,000000001 2,000000001 3,00000000000 -4999996, 586 
1E-10 2,0000000001 3,000000000000 —49999992,863 
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lets dergelijks krijgen we als we de limiet van onderaf naar x = 2 nemen: 


f = 
(x°2-x-2)/(x-2) ; £ met fout = 
h x=2-h (x°2-x-2.005)/(x-2) 
0,1 aL, 25,9. 2,9500 
0,09 1,99 2,99 3,4900 
0,001 1,999 2,999 7,9990 
0,0001 1,9999 2,9999 52,9999 
0,00009 1,99999 2,99999 503,0000 
0,000001 1,999999 2,999999 5003,0000 
0,0000001 1,9999999 2,999999898 50003,0000 
0,00000001 1,99999999 3,0000000000 500003,0030 
0,000000001 1,999999999 3,00000000000 5000002,5863 
1E-10 1,9999999999 3,0000000000000 49999998,8630 


In beide tabellen zien we in de vierde kolom de kwalijke invloed van een 
kleine fout in een coëfficiënt. Als deze fout kleiner wordt genomen, dan blijft 
dit effect bestaan. 


4 De waarden van sin (mx) met x= 10% en k=0, 1, 2, 3, … zijn exact gelijk aan 
nul. De grote waarden van x en de weinig nauwkeurige benadering van 7 
door 3,14 geven echter moeilijkheden bij numerieke berekeningen (zie de 
derde kolom in de volgende tabel). In de vierde kolom is voor mr de veel 
betere benadering 355/113 (goed tot op zeven decimalen) genomen. Zelfs als 
we de waarde voor mr die intern in Excel aanwezig is gebruiken, blijven er 
ongewenste effecten optreden (zie de vijfde kolom). 


k x=10"k sin(3,14 x) sin(355x/113) sin(Pif()x) 

0 1,0E+00 0,001592653 -2,66764E-07 1,22515E-16 
1 1,0E+01 —-0,015925863 2,66764E-06 —-1,22515E-15 
2 1,0E+02 —0,0158592906 2,66764E-05 1,95937E-15 
3 1,0E+03 —0,99976114 0,000266764 —-3,21467E-13 
4 1,0E+04 0,216836434 0,002667639 —-4,86184E-13 
5 1,0E+05 —0,816813848 0,026673255 -3,39657E-11 
6 1,0E+06 —0,133485944 0,0263611465 —2,23241E-10 
7 1,0E+07 0,973222158 0,456405117 5,61554E-10 
8 1,0E+08 ENUM! + NUM ! + NUM ! 

gebr. waarde 

voor pi rendld 3,14159292 3,14159265358979 


De uitvoer NUM! is een foutmelding van het spreadsheetpakket en betekent 
meestal dat er iets mis is met een argument van een wiskundige functie. Ze is 
niet van het goede type, of te groot. 
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k x=10°"k (x-Pi())*cos (Pi()*x) 
1 10 6,858407346 

2 100 96,85840735 

3 1000 996,8584073 

4 10000 9996,858407 

5 100000 99996,85841 

6 1000000 999996,8584 

7 10000000 9999996,858 

k x=(10°k)-1 (x-Pi())*cos (Pil) *x) 
Le 49 -5,858407346 

299 -95,85840735 

3, 999 -995,8584073 

4 9999 -9995,858407 

5 199999 -99995,85841 

6" 999999 -999995,8584 
79999999 -9999995,858 


Het blijkt dat hier geen numeriek probleem optreedt. Voor x— eo bestaat de 


limiet gewoon niet, en wel vanwege de afwisselend positieve en negatieve 
waarden veroorzaakt door de cos-functie. 


De eerste gevraagde grafiek levert de nulpunten in de intervallen: (0,9; 1,0] 
en [2,0; 2,1]. Zie figuur 3.1. 


De oplossing in de buurt van 1 radiaal is de gezochte. Inzoomen in het eerste 


Figuur 3.1 


interval levert de betere benadering: [0,95; 0,96). (Vergelijk figuur 3.2). 
Met behulp van het spreadsheetprogramma vinden we verder na elkaar: 
(0,952; 0,953), [0,9528; 0,9529], [0,95284; 0,95285], enzovoort. 


Een nauwkeurigheid van 1% lijkt redelijk (equivalent met 1 dm op 10 meter 
touw). Dit betekent: |Ar/r| < 0,01. Uitgewerkt: 
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=tana da < 0,01 


d(2R cos a) 2Rsinada 
lAr/r| = = 
2R cosa 2R cos a 
0,01 0,01 
das =6,4- 10 
tana tan] 
Figuur 3.2 
0,15 
0,1 C 
0,05 nis 
0 E 
—0,05 - 
—0,1 : ! 
0,88 0,9 0,92 


1,02 


Hieruit volgt: da S 0,0064. Als we « tot op twee cijfers nauwkeurig achter de 


komma wensen (fout =#0,005), dan wordt hieraan voldaan. 


196 3 Het oplossen van niet-lineaire vergelijkingen 


Leereenheid 3.2 


Het numeriek oplossen van niet- 
lineaire vergelijkingen met één 


onbekende 


3.2.1 Algebraïsche vergelijkingen 197 

3.2.2 De halveringsmethode voor f(x) =0 199 

3.2.3 De nauwkeurigheid van de halveringsmethode 199 
3.2.4 Implementatie van de halveringsmethode 200 


Toets leereenheid 3.2 205 


3.2.1 Algebraïsche vergelijkingen 


Opdrachten 1 Het voorkomen van de functies sin a en cos a naast a (alfa) zelf veroorzaken 
het niet-algebraïsch zijn van de vergelijking. De functies sin a en cos « zijn 
oneindig voortlopende machtreeksen van (oneven respectievelijk even) 
machten van a. 


2 Linker- en rechterlid van vergelijking [1] vermenigvuldigen met (1 + 7)5; 
(1 + r) overal vervangen door q; alle termen delen door 100 en ten slotte alle 
termen naar één lid brengen levert [2]. Na bepalen van q vinden we p via: 
p= 100(q — 1) 


Opdracht 3 Kwadrateren geeft: 
xi=xel=x?e 1-x2=0e (l-y)(l+x)=0 ee x=lvx=-l 


if 

Li 

Lel 

| | | Vraagstukken 3.13 a 
i 

it 


7 6 11 x+42 11 5 
ZE =S 2x? 4+84x= 1x? +66x > 
X X+6 2X Xx(X+6) 2x 


2x=Xx? (degraadis2) > x=0vx=2. Alleen x = 2 voldoet. 


x-l 4x-3 7 Xxl X—20 
ns hrd =— > 
Xx+1l Sx+10 10 X+1 10(X+2) 


9x? +29x=0 (de graadis2) > X=0 Vv x= —29/9. Beide oplossingen 
voldoen. 


c 14= /Xx-4+ Jx+ 24 5 14 — VA-A= AHA > 


196 -28/x-44x-4=r424 > 168-28/x-4 @ 6= /x-4 > 


36=Xx—4 (degraadis 1) > x= 40. De waarde x = 40 voldoet. 


d VXH2+V/2AH7=4 SS XHZ+H VAAT =16 > Atte 14 -x > 
2X+7=196-28Xx HA? > X2—30Xx+189=0 (de graad is 2) > 


(x-21) (x—-9)=0 S x=21 vx=9. Alleen x= 9 voldoet. 


3.14 We maken als volgt gebruik van sin? 0 + cos° 0? = 1: 


3cos0+4sin0—5=0 > (4sin 0)? =(5 —3 cos 0)? > 
16 sin? 0= 25 — 30 cos 0 +9 cos 0 


16(1 — cos? 0) = 25 — 30 cos 0 4-9 cos? 0 


> 25 cos? 0 — 30 cos? + 0 =O 


De laatste uitdrukking is de gezochte vergelijking in de variabele y = cos 6. 
Deze lossen we als volgt op: 


25 cos? B— 30 cos 0+9=0 > (5 cos 0—3)2=0 > cos 0 = 0,6 


3.15 Een schetsje maakt duidelijk dat de richtingscoëfficiënt B niet groter mag 
zijn dan 1 (dit is de tangens van de hoek die de raaklijn aan y= sin x maakt 
in x= 0). De waarde van B mag ook niet te negatief worden, omdat anders de 
lijn y= Bx de grafiek van y= sin x niet meer snijdt in andere punten dan 
x= 0. In het grensgeval raakt de lijn y= Bx aan de grafiek van y= sin x in een 
punt met abcis x iets kleiner dan $m. Toon zelf aan dat deze waarde van x één 
van de oplossingen is van de vergelijking tan x= x. In de volgende paragra- 
fen leren we methoden kennen waarmee dit soort moeilijke vergelijkingen 
zijn op te lossen. 

Het blijkt dat de vergelijking sin x= Bx meer dan de ene oplossing x = 0 bezit 
als geldt: -0,21723 … S B S= 1 
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Vraagstukken 


Opdrachten 


3.16 


3.17 a 


3.18 a 


4 


3.2.2 De halveringsmethode voor f(x) = 0 


Af 
Het exacte nulpuntis /2=1,414213 … Dit ligt in het laatst gevonden 
interval [1,4125; 1,45). Van de benadering en de exacte waarde stemmen 
slechts twee cijfers overeen. 


Als je de grafiek van f(x) =x* — 2 tekent, dan zien we een tekenwisseling 
rond het punt x= 1,25. Als startwaarden kiezen we dus bijvoorbeeld a = 1,2, 
b= 1,3. Berekening leert dat: f(a) = —0,272 en f(b) = 0,197. 

Als je de grafiek van f(x) = Xx? — 1000 tekent, dan zien we een tekenwisseling 
rond het punt x= 31,6. Als startwaarden kiezen we dus bijvoorbeeld: a = 31, 
b= 32. Berekening leert dat: f(a) = —-39 en f(b) = 24. 

In beide gevallen levert een zakrekenmachine natuurlijk het snelst de ge- 


vraagde oplossingen: 2 en /1000. Als we a en b aan weerszijden hiervan 
nemen, dan zitten we goed. 


Voor de vergelijking x” — q = O gaan we aan weerszijden van x = la zitten. 


Neema= 1,4denb= 1,5. 
Er zijn heel wat oplossingen. Maak een grafiek. 


Als we de grafieken van y= tan xen y= x tekenen, dan zien we dat 
fC) = tan Xx — x nulpunten heeft in de intervallen [(2k — I)m/2, (2k + I)m/2] 
met k=0, £1, £2, … 


3.2.3 De nauwkeurigheid van de halveringsmethode 


We werken de ongelijkheid als volgt uit: 
nl 
G) <0,0001 =1- 10 * e 2"*1>10* » (1 +1) In 2>In 10* > 


n+1> =13,287 … © n > 12,287 .… Neem voor n minimaal de 


In 


(gehele) waarde 13. 


We werken de ongelijkheid als volgt uit: 


ul 
5 <e ee U'i>et es (n+1)lIn2>-lne > 


—In e 


Ine : 
n>-l- Ts Omdat » een geheel getal is, dienen we te 
n 


n= (-: — De DIV1 +1 (N.B.: Er geldt bijvoorbeeld: 7 DIV1 = 3.) 
n 
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Vraagstukken 


Opdrachten 


3.19 


3.20 


3.21 


7 


10 


LN 


We werken de ongelijkheid als volgt uit: 


1 nl Te nel 10-* 
5) -0,3<10* G) < — © 2"*1>03-101 
2 2 0,3 


In (0,3 - 10%) 
(1 + 1) In 22 In (0,3- 10%) ee n+ 12 eee Ep > n+l>11,5507 … 
n 


RER LOS SOJA 


Omdat » een geheel getal is, moeten we dus „= 11 nemen. 


Eén cijfer meer in het afgeronde resultaat van de intervalsgrenzen betekent 
een fout kleiner dan 0,05 in plaats van 0,5. Achtereenvolgende halveringen 
geven de intervallengten: 0,5; 0,25; 0,125; 0,0625; 0,03 125. Na vier halverin- 
gen is het gewenste resultaat bereikt. Dit is een algemeen resultaat. Na vier 
halveringen krijgen we achtereenvolgens (uitgaande van lengte 1) 5, 5, 4, n- 
De noodzakelijke factor 1/10 (of kleiner) wordt dus pas bereikt na vier her- 
haalde halveringen. 


Uitgaande van a <b, f(a) <O en f(b) > 0, gesymboliseerd door: ‘— +’ zijn de 
mogelijkheden na één halvering: ‘— — + of ‘— + +/. Als f(a) - f (mm) > 0, dan 
ligt het nulpunt in het rechterdeelinterval, bij f(a) - f (171) <0 in het linker- 
deelinterval. 


De functie heeft in x= « een nulpunt dat tevens een lokaal maximum of een 
lokaal minimum is. Vandaar dat er geen tekenwisseling plaatsvindt. 


3.2.4 Implementatie van de halveringsmethode 


In beide formules is F2 * H2 > O zodat B2 respectievelijk D2 worden afgege- 
ven in de cellen B3 respectievelijk D3. 


Nu treedt in beide formules de tweede ALS in werking. Met het product 
F2 * G2 wordt de controle uitgevoerd over het gelijk of verschillend zijn van 
de tekens op de uiteinden van de linkerhelft van het begininterval. 


In regel S lezen we af: 1m = 1,43215 en de lengte van het halve interval in cel 
ES is 0,0188. (Meer decimalen in deze cel toestaan geeft 0,01875.) 


Geen uitwerking. 


Telkens het commando ITERATES (HALF (x, y), [x,‚, yl, [a, bl, n) 
geven is nogal bewerkelijk. Nadat één keer de — in de opdracht genoemde - 
functie HALF (a, b, n) ingevoerd is, hoeft men nog slechts dit commando 
met de drie eenvoudige argumenten a, ben n te geven. 


Na elf iteraties vinden we het interval [1,414111329; 1,414257813]. Het mid- 
den hiervan valt kennelijk samen met de linkerrand van het volgende ge- 
vonden interval, te weten: 1,414184571. Na elf iteraties vinden we voor de 
helft van de lengte van het resterende interval 0,000037242. Ofwel na elf 
halveringen vinden we: a= 1,414184571 £ 0,000037242. In voorbeeld 3.3 
vonden we (met minder decimalen): « = 1,414185 +# 0,000037. Dit is in feite 
hetzelfde resultaat. 
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12 


13 


De Maple-procedure my_halveer uit het leerboek werd als volgt aangepast. 
Het eerste (nieuwe) argument f wordt gebruikt om iter _fie te realiseren, 
die nu de lokale naam hulp krijgt. De uitvoer is in de vorm: (11, maximale 
fout (helft van de breedte van het laatste interval), f(171)]. Het laatste ter con- 
trole of wel een nulpunt genaderd wordt. 


> halveer:= proc(g::procedure, x0::numeric, y0::numeric, 
n::integer) local T, t‚, m, i; 


seq ( 
(Til [1)+T[i] [21)/2, 
(Ti) [21-T[ill1])/2, 
g((T[ilCI+T[il[21)/2) 1, i=0..n); 


> T[O]:=x0, y0; 

> t:=T[0}; 

> m:=1/2*t[1]+1/2*t[2]; 

> for i ton do 

> if O<g(t[1])*g(t[2]) then T[il:=t 
> else if g(t[1])*g(m) <= then T[i]:=t[1),m 
> else T[il:=m,t[2] fi 

> EL; 

> t:=T[il; m:=(t[1l+t[2])/2 

> of 

> 

> 

> 

> 

> 


end; 


Zie figuur 3.3. Het linkerlid is van beide het meest constant over het be- 
schouwde interval. 


Figuur 3.3 Linker- en rechterlid als functie van x 


functie- 3,9 
waarden 3- 


1E-10 0,00000001 0,000001 0,0001 
X 
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Uit de ongelijkheid volgt dat 7 minimaal 14 dient te zijn. We zien dit bij- 
voorbeeld met behulp van een spreadsheettabel: 


n 10° (-4)*(1/2)° (n+1) 

0 0,00005 

1 0,000025 
2 0,0000125 


E) 9,76563 E-08 
10 4,88281 E-08 


11 2,44141 E-08 
12 1,2207 E-08 
13 6,10352 E-09 > 5,0 E-09 
14 3,05176 E-09 < 5,0 E-09 


Met behulp van het spreadsheatprogramma vonden we (op dezelfde manier als 
in het leerboek): 


(b-a) /2 


f(a) 


n a 

0 0,000001 

1 0,000001 

2 0,000001 

3 0,000013375 

4 1,95625E-05 

5 1,95625E-05 

6 1,95625E-05 

7 2,03359E-05 

8 2,07227E-05 

9 2,07227E-05 
10 2,08193E-05 
11 2,08193E-05 
12 2,08435E-05 
13 2,08435E-05 
14 2,08435E-05 
Vraagstukken 3.22 


0,00005 
0,00002575 
0,000013375 
1,95625E-05 
2,26563E-05 
2,11094E-05 
2,03359E-05 
2,07227E-05 
2,0916 E-05 
2,08193E-05 
2,08677E-05 
2,08435E-05 
2,08556E-05 
2,08495E-05 
2,08465E-05 


0,0001 
0,000505 
0,00002575 
0,00002575 
0,00002575 
2,26563E-05 
2,11094E-05 
2,11094E-05 
2,11094E-05 
2,0916 E-05 
2,0916 E-05 
2,08677E-05 
2,08677E-05 
2,08556E-05 
2,08495E-05 


4,95E-05 
2,48E-05 
1,24E-05 
6,19E-06 
3,09E-06 
1,55E-06 
7,73E-07 
3,87E-07 
1,93E-07 
9,67E-08 
4,83E-08 
2,42E-08 
1,21E-08 
6,04E-09 
3,02E-09 


-0,057936 
-0,057936 
-0,057936 
-0,002695 
-0,000374 
-0,000374 
-0,000374 
-0,000145 
-3,50E-05 
-3,50E-05 
=7,71E-06 
=7,71E-06 
-8,86E-07 
-8,86E-07 
-8,86E-07 


0,005816 
0,001251 
-0,002695 
-0,000374 
0,000490 
7,36E-05 
-0,000145 
-3,50E-05 
1,95E-05 
-7,71E-06 
5,93E-06 
-8,86E-07 
2,52E-06 
8,18E-07 
-3,38E-08 


0, 013394 
0,005898 
0,001251 
0,001251 
0,001251 
0,000490 
7,36E-05 
7,36E-05 
7,36E-05 
1,95E-05 
1,95E-05 
5,93E-06 
5,93E-06 
2,52E-06 
8, 18E-07 


Hieruit volgt inderdaad na veertien halveringen: 11 = 2,08465 « 10-$ met een 
maximale fout van 3,02 - 10-° = 0,302 - 10-$<0,5 - 10-®. 


Uitgaande van een interval met breedte 0,1 krijgen we na elke halvering als 
halve breedte van het nieuwe interval: 0,025, 0,0125, 0,00625, 0,003125. 
Dus na vier halveringen wordt de gewenste nauwkeurigheid bereikt. 

Met het in het leerboek gegeven Mathematica-programma vinden we het 
volgende resultaat: 


In[1]: 
In[2]: 


Cos [x] -x 
NestList[half[£], {0.7, 0.8}, 41 


out{2l: {{0.7, 0.8}, {0.7, 0.75}, {0.725, 0.75}, 
{0.7375, 0.75}, {0.7375, 0.74375}} 


Het antwoord tot op twee cijfers nauwkeurig (fout kleiner dan 0,005) is dus: 


0,74. 


202 3 Het oplossen van niet-lineaire vergelijkingen 


3.23 


3.24 


Een exacte oplossing vinden valt niet mee: 


In[3]: SolvelCosl[x] - x == 01//N 
Solve::‘tdep’: ‘The equations appear to involve 
transcendental functions of the variables in an 
essentially non-algebraic way.’ 

out [3] : SolvelCos[x]==x] 


We kozen voor een behandeling met Derive. 


#5: Precision := Approximate User 
3 
#6: F(x) := Xx - BX + 3 User 
#7: HALF(O.6, 0.7, 4) User 
EA O6 0.7 NS 
| 0.65 0.7 | 
#8; | 0.65 0.675 | Simp (#7) 
| 0.65 0.6625 | 
\ 0.65625 0.6625 / 


#9: x = 0.656620 Solve ( #6) 


Het midden van het vijfde interval (na vier halveringen) is: 0,659375. De 
nauwkeurigheid is hier weer twee cijfers achter de decimale punt (vergelijk 
vraagstuk 3.22). Dus de gevonden oplossing is: 0,66. Bij het laatste Solve- 
commando is als begin-interval [0,6; 0,7] opgegeven. Het resultaat van dit 
commando is weliswaar veel nauwkeuriger (zeker vijf cijfers goed), maar ons 
resultaat 0,66 is hiermee in overeenstemming. 


We gebruiken de Maple-procedure uit opdracht 12. De derde waarde is 
telkens de iteratiefunctiewaarde in mm. 


> halveer(x -> (1/x)-3, -3.0, 0.1, 10); 
[-1.450000000, 1.550000000, -3.689655172], 
[-.6750000000, .7750000000, -4.4814814811, 
[-.2875000000, .3875000000, -6.478260870] , 
[-.09375000000, „1937500000, -13.66666667], 
[.00312500000, .09687500000, 317.0000000] , 
[-.04531250000, „04843750000, -25.06896552], 
[-.02109375000, .02421875000, -50.40740741], 
[-.008984375000, „01210937500, -114.3043478], 
[-.002929687500, .006054687500, -344.33333331 , 
[.000097656250, .003027343750, 10237.000001, 
[-.001416015625, .001513671875, -709.2068966] 


De methode lijkt te werken, maar de in de derde positie afgedrukte functie- 
waarden tonen dat er kennelijk geen nulpunt genaderd wordt. Oorzaak: de 
functie is op het gekozen interval niet continu, bovendien ligt er in het geko- 
zen interval geen nulpunt. Het nulpunt x= 1/3 wordt wel benaderd met: 
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> halveer(x -> (1/x)-3, 0.2, 0.4, 10); 


3.25 In de volgende spreadsheettabel worden naast de reeds gegeven decimalen 
nog vijf extra decimalen bepaald. Meer dan vijftien decimalen blijken niet te 
kunnen worden weergegeven, of liever verwerkt (in Excel). Als laatste 
X-waarde was opgegeven: 1,36880810782137 1. De laatste opgegeven 
decimaal hiervan werd echter door Excel weergegeven als een nul. 

Xx f(x) x f(x) Xx f(x) 

1 =7 1,368808 -2,27461E-06 1,3688081078 -4,50882E-10 
15V -5,249 1,3688081 -1,65001E-07 1,36880810781 -2,39915E-10 
1,2 -3,392 1,3688082 1,94461E-06 1,36880810782 -2,89546E-11 
1,3 -1,423 1,36880819 1,73365E-06 1,36880810783 1,82006E-10 
1,4 0,664 1,36880818 1,52269E-06 1,368808107829 1,6091E-10 
1,39 0,449819 1,36880817 1.31173E-06 1,368808107828 1,39813E-10 
1,38 0,236872 1,36880816 1,10077E-06 1,368808107827 1,18717E-10 
1,37 0,025153 1,36880815 8,89806E-07 1,368808107826 9,76179E-11 
1,36 -0,185344 1,36880814 6,78845E-07 1,368808107825 7,65255E-11 
1,361 -0,164349119 1,36880813 4,67883E-07 1,368808107824 5,54259E-11 
1,362 -0,143342072 1,36880812 2,56922E-07 1,368808107823 3,43334E-11 
1,363 -0,122322853 1,36880811 4,59606E-08 1,368808107822 1,32374E-11 
1,364 -0,101291456 1,3688081 -1,65001E-07 1,368808107821 -7,86571E-12 
1,365 -0,080247875 1,368808101 -1,43905E-07 1,3688081078211 -5,74829E-12 
1,366 -0,059192104 1,368808102 =1,22808E-07 1,3688081078212 -3,64153E-12 
1,367 -0,038124137 1,368808103 -1,01712E-07 1,3688081078213 -1,53477E-12 
1,368 -=0,017043968 1,368808104 -8,06162E-08 1,3688081078214 5,79092E-13 
1,369 0,004048409 1,368808105 =5,95201E-08 1,36880810782139 3,69482E-13 
1,3689 0,001938622 1,368808106 -3,84239E-08 1,36880810782138 1,56319E-13 
1,3688 -0,000171043 1,368808107 -1,73278E-08 1,36880810782137 -5,32907E-14 
1,36881 3,99177E-05 1,368808108 3,76835E-09 1,368808107821370 —5,32907E-14 
1,368809 1,88215E-05 1,3688081079 1,65873E-09 


3.26 


[.3000000000, „1000000000, .3333333331, 
[.3500000000, „05000000000, —.142857143], 
[.3250000000, „02500000000, „0769230771, 
[.3375000000, „01250000000, —-.037037037], 
[.3312500000, „006250000000, .018867925], 
[.3343750000, „003125000000, —-.009345794], 
[.3328125000, .001562500000, „0046948361, 
[.3335937500, .0007812500000, —-.002341920], 
[.3332031250, .0003906250000, „0011723331, 
[.3333984375, .0001953125000, —-.000585823], 
[.3333007813, .00009765625000, .000292997] 


Gezien het gestelde in vraagstuk 6 van de eindtoets van leereenheid 3.1 moet 
de fout in de lengte nu kleiner zijn dan 0,1 procent. Voor de hoek a betekent 
dit een fout kleiner dan 0,00064. Als we drie cijfers nauwkeurig achter de 
komma nemen (fout da = + 0,0005), dan wordt hieraan voldaan. Uitgaande 
van bijvoorbeeld [0,95; 0,96) zijn dan vier halveringen nodig. (Immers: een 
begininterval van 0,01 betekent een half interval van 0,005; vervolgens 
herhaald halveren geeft: 0,0025; 0,00125; 0,000625; 0,0003 125.) 
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Lj 


In[1]: fla ]:=2*a*(Coslal)® 2 + Pi/4 - a - Sinla]l*Cosla] 

In[(2]:= NestList[half[£], (0.95, 0.96}, 41 

Out[3]:= {{0.95, 0.96}, {0.95, 0.955}, {0.9525, 0.955}, 
{0.9525, 0.95375}, {0.9525, 0.953125}} 


Toets leereenheid 3.2 


Een goede strategie is telkens: plot de linker- en de rechterleden en vind een 
geschikt interval om de halveringsmethode te beginnen. We geven telkens 
de commando's die beide leden plotten op een geschikt interval en het com- 
mando voor de halveringsmethode. (De commando's staan in een pseudo- 
taal die begrijpelijk is voor gebruikers van Derive, Maple en Mathematica.) 


IN[16]: Plot[x-1, Sart[x], {x, 0, 10}1 
IN[17]: Bisect[x-1-Sqrt[x], {x, 2, 3}] 


OUT [17]: 

a m b 
2.000000000000000 2.500000000000000 3.000000000000000 
2.500000000000000 2.750000000000000 3.000000000000000 
2.500000000000000 2.625000000000000 2.750000000000000 
2.500000000000000 2.562500000000000 2.625000000000000 
2.562500000000000 2.593750000000000 2.625000000000000 
2.593750000000000 2.609375000000000 2.625000000000000 
2.609375000000000 2.617187500000000 2.625000000000000 
2.617187500000000 2.621093750000000 2.625000000000000 
2.617187500000000 2.619140625000000 2.621093750000000 
2.617187500000000 2.618164062500000 2.619140625000000 
zeropoint at 1 2.61767578125 max error : 0.00048828125 


function value : -0.000247511508343 after 10 iterations 


IN[18]: Plot[x-1, Sin[x], {x, 1.5, 2.5}, Rangel0, 211 
IN[19]: Bisect[x-1l-Sin[x], {x, 1.9, 2}, 0.0001] 
OUT [19] : 

a m b 
1.900000000000000 1.950000000000000 2.000000000000000 
1.900000000000000 1.925000000000000 1.950000000000000 
1.934375000000000 1.934765625000000 1.935156250000000 
1.934375000000000 1.934570312500000 1.934765625000000 


zeropoint at : 1.93447265625 max error : 9.765625E-5 
function value : -0.000122769703086 after 9 iterations 
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C IN[20]: Plot[x-1, Ln[x°5], {x, 0, 20}, Rangel-5, 201, 
Points 201] 
IN[21]: Bisect[x-1l-Ln[x°5], {x, 14, 14.5}1 
OUT [21] : 
a m b 
14.000000000000000 14.250000000000000 14.500000000000000 
14.250000000000000 14.375000000000000 14.500000000000000 


14.300781250000000 14.301757812500000 14.302734375000000 
14.301757812500000 14.302246093750000 14.302734375000000 


zeropoint at : 14.302001953125 max error : 0.000244140625 
function value : 4.3321786850738E-6 after 10 iterations 


IN[22]: Bisect[x-1l-Ln[x°5]l, {x, 0.95, 1.05}1 
OUT [22] : 

a m b 
0.950000000000000 1.000000000000000 1.050000000000000 


zeropoint at : l max error : 0 
function value : 0 after 1 iteration 


De tweede gevraagde oplossing ligt dus bij x= 1. 


d IN[23]: Plot{[x, Tan[x], {x, 0.3#*Pi/2}, Points 2011 
IN[24]: Bisect[x-Taníx], {x, 4.2, 4.7}1 
OUT [24]: 
a m b 


4.200000000000000 
4.450000000000000 


4.492968750000000 
4.492968750000000 


zeropoint at 


4.450000000000000 
4.575000000000000 


4.493945312500000 
4.493457031250000 


: 4.493212890625 max error : 


4.700000000000000 
4.700000000000000 
4.494921875000000 
4.493945312500000 


0.000244140625 


function value : 0.003965160852486 after 10 iterations 


IN[25]: Plot[x+1.5, Explx], {x, 0.5, 1}, Rangel2, 2.511 
IN[26]: Bisect[x+1.5-Explx], {x, 0.85, 0.9}1 


OUT [26] : 

a 
0.850000000000000 
0.850000000000000 
0.857627287500000 
0.857617187500000 


m 

0.875000000000000 
0.862500000000000 
0.857714843750000 
0.857666015625000 


b 
0.900000000000000 
0.875000000000000 
0.857812550000000 
0.857714843750000 


zeropoint at z 0.8576904296875 max error : 2.44140625E-5 
function value : -1.86760725657416E-5 after 10 iterations 
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f 


nd Ane 


IN[27]: Plot[2*x, Sqrt[x+1]l, {x, 0, 1}, Rangell, 211 
IN[28]: Bisect[2*x-Sqrt{[x+1]l, {x, 0, 1}1 
OUT [28] ; 

a m b 
0.000000000000000 0.500000000000000 „000000000000000 
0.500000000000000 0.750000000000000 1.000000000000000 


H 


0.636718750000000 0.638671875000000 „640625000000000 
0.638671875000000 0.639648437500000 O0.640625000000000 


o… 


zeropoint at : 0.64013671875 max error : 0.00048828125 
function value : -0.000404788577886 after 10 iterations 


De vergelijkingen worden als volgt gekenmerkt: 
Algebraïsch, niet-lineair (vanwege de wortel). 
Niet-algebraïsch, niet-lineair, goniometrisch. 
Niet-algebraïsch, niet-lineair, logaritmisch. 
Niet-algebraïsch, niet-lineair, goniometrisch. 
Niet-algebraïsch, niet-lineair, exponentieel. 
Algebraïsch, niet-lineair (vanwege de wortel). 


Alleen a en f zijn exact op te lossen. In beide gevallen voert kwadrateren en 
uitwerken tot een vierkantsvergelijking, waarvan één wortel niet voldoet. 


> solve(x-l=sqrt(x)); 1/2 
3/2 + 1/2 5 

> solvel(2*x=sqrt (Xx+1)); 1/2 
1/8 + 1/8 17 


De oplossing van onderdeel c ongelijk aan 1, blijkt uit te drukken in de zoge- 
heten Lambert-functie. (Zoek in Maple of Mathematica de definitie van deze 
functie.) 


> solvelx-l=ln(x"5)); 


1, -5 LambertWw(-1, - 1/5 exp(-1/5)), 
-5 LambertW(-1/5 exp(-1/5 + 2/5 I Pi)), 
—5 LambertW(-1/5 exp(-1/5 - 2/5 I Pi)), 
-5 Lambertw(-1/5 exp(-1/5 + 4/5 I Pi)), 
-5 Lambertw(-1/5 exp(-1/5 - 4/5 I Pi)), 


> evalf(%); 


1., 14.30199529, 
„1238784013 + .8300759915 I, .1238784013 — .8300759915 I, 
—.6161660485 + .3797803725 I, -.6161660485 -.3797803725 I 
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Plotten van sin (x) en 3x? toont een snijpunt in bijvoorbeeld het interval 
(1,3; 1,5], met halve breedte: 0,1. Na acht halveringen zal de vereiste nauw- 
keurigheid van 0,001 zeker bereikt zijn (zie vraagstuk 3.19). Resultaat na ze- 
ven halveringen: 1 = 1,40390625, maximale fout = 0,00078125. 
Antwoord: 1,404 


Plotten van de functie op bijvoorbeeld het interval [-5, 5] toont een nulpunt 
met nuldoorgang in het interval [-S, -4] (zie figuur 3.4). Een tweede nulpunt 
ligt in [2, 4), dit vertoont echter geen nuldoorgang. De x-as blijkt raaklijn 
aan de curve te zijn in x= 3. In zo’n situatie is de halveringsmethode niet 
bruikbaar. Dit is zelfs zo bij een asymmetrisch begininterval. Bij een symme- 
trisch begininterval wordt natuurlijk meteen het nulpunt gevonden. 


Figuur 3.4 f(x) =2x3 —3x2— 36x +81 op [—5, 5] 
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> ÊÉr=X->2kK 3-3ix 2-36tx+81: 
> Digits:=20: 
> halveer(f, -5., -4, 100); 


[-4.5000000000000000000, .5000000000000000000, 0}, 
[-4.7500000000000000000, .2500000000000000000, -30.03125000000000000], 
[-4.6250000000000000000, .1250000000000000000, -14.535156250000000001, 
[-4.5625000000000000000, .0625000000000000000, -7.14892578125000000], 
[-4.5312500000000000000, .0312500000000000000, -3.54498291015625000], 
[-4.5156250000000000000, .0156250000000000000, -1.76514434814453125], 
[-4.5078125000000000000, .0078125000000000000, -.880738258361816411, 
[-4.5039062500000000000, .0039062500000000000, -.439911007881164551, 
[-4.5019531250000000000, .0019531250000000000, —.219841018319129951, 
[-4.5009765625000000000, .0009765625000000000, -.109891893342137341, 


-18 -16 
[-4.5000000000000000000, .5 10 ‚ =.6 10 1, 

—-18 -16 
[-4.5000000000000000000, .3 10 ‚ =.4 10 1, 

—-18 -16 


[-4.5000000000000000000, .2 10 jd 10 ll, %1, %1, %1, %1, %1, 
.….%l, %1l, %1, %1, %1, %1, %1, %1, %1, %1l, %1, %1, %1, 
-18 -16 
%1l := [-4.5000000000000000000, .1 10 „—sd 10 1, 
> halveer(x->2*x°3-3*x°2-36*x+81, 1.9, 4, 10); 
%l, %1, %1, %1, %1, %1, %1, %1, %1, %1, %1, 


%l := [2.9500000000000000000, 1.0500000000000000000, .037250000000000000 


Het nulpunt bij x= 3 blijkt tweevoudig te zijn: 


> solvel(2*x°3-3*x°2-36*x+81=0,X) : 


-9/2, 3, 3 
5 We presenteren een oplossing met behulp van Mathernatica. 

a In[l]:= wortelsl = x/.Solvel(x-a)° 2 +be== 0, x]/.a -> 1 
Out[1l:= {1 -i JB Tet Je} 
In[2]:= wortels[[1]][[2]] 
Out [2]:e -i Vb 
In[3]:= puntenl = Tablelwortels1 // N, {b, 0, 10}1; 
In[4]:= coordsl = Flatten[Mapl[{Rel#],Im[#]}& punten1, {2}1,11; 
In[5]:= ListPlot[coordsl, PlotStyle->{PointSize[0.02] }1 


3.2 Het numeriek oplossen van niet-lineaire vergelijkingen met één onbekende 209 


1 . 
0 - KNN. ed 
X 

ee | . 

. 

4 

n/À | 
3 1 1 1 
0 0,5 1 1,5 2 


b In[6]:= wortels2 = x/.Solvel(x-a)° 3 +b == 0, x]/.a -> 1 
Out[6]:= {1-bV?, 142 (1-13) bY, 142 (avi Ja) DY} 
In[7]:= punten2 = Tablelwortels2 // N, {b, 0, 0.5, 0.051}; 
In[8]:= coords2 = Flatten[Map[{Rel#],Im[#]}& punten2, {2}l,1); 
In[9]:= ListPlot[coords2, Plotstyle->{PointSize[0.02]}] 


y 06 
04- De 
02 


C In[10]:= wortels3 = x/.Solvel(x-c)*(x-a)” 2 +b == 0, 
xl/.{e -> l,a -> 1.5 


0.104993 


—- — + 
(-0.25-27b+3 /3 Jb /0.5+27b) > 
(-0.25-27b+3b/3 /b/0.5+27b) ? 


32043 


Out[10]:= {1.3333+ 


0.0524967+0.090927i 


1.33333- + 
(-0.25-27b+3 [3 /b/0.5+27b) > 
(Li J5 (-0.25-27b+3 /3 Jb /o.5+27b) Y° 
62/2 i 
0.0524967+0.090927i 
1.33333- 


+ 
(-0.25-27b+3 /3 Jb /0.5+27b) /> 
(L+i J3 (-0.25-27b+3 /3 Jp /o.5+27b)Y? 


621/3 } 
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In[11]:= punten3 = Tablelwortels3 // N, {b, 0, 0.25, 0.025}l; 
In[12]:= coords3 = Flatten[Mapl[{Rel#],Im[#]}& punten3, {2}1,11; 
In[13]:= ListPlot[coords3, PlotStyle->{(PointSize[0.02] }] 


De derde lading zal precies halverwege de geleider gaan zitten. De afstotende 
krachten ondervonden van de ladingen op de twee uiteinden heffen elkaar 
daar precies op. 

AB: de term in het linkerlid (vanwege de afstand x) 

BC: de eerste term in het rechterlid 

BD: de tweede term in het rechterlid 

We kunnen het linker- en het rechterlid vermenigvuldigen met de factor 
Ame 


GE 
We krijgen: 
l l 1 


D= En : 
X2 (L-22)% (L—x)? 
De formule bevat slechts L en x. 
De formule uit b werken we verder als volgt om: 
1 (Ly? +(L-2x? 
XZ (L-292(L-)2 


1 2L? —6Lx+Sx* NN 
X2 (L2-4Lx+4X2) (L2-2Lx +2) 


L*—6L3x+11L?x2—6Lx* —x*=0 


Beide leden delen door L* en invoeren van de nieuwe variabele z=x/L geeft 
ten slotte: z* + 62% — 112? + 62 — 1 =0. De gezochte oplossing (x=zL) zal 
corresponderen met een waarde van z tussen z =O en z= 0,5. (Plotten van de 
vierdegraadspolynoom in het interval (O, 1] zal dit bevestigen.) Met Maple 
vinden we (uitvoer in de vorm: midden laatste interval, helft van de lengte 
van het laatste interval): 
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> 


Digits:=12;halveer(x->x°4+6*x°3-1l*x°2+6*x-1,0,0.5, 30) ; 


Digits:=12 


[.250000000000, .250000000000], [.375000000000, .1250000000001, 
[.312500000000, .0625000000000), [.343750000000, .03125000000001, 
[.328125000000, .0156250000000}, [.320312500000, .007812500000001, 
[.316406250000, .00390625000000] , 

[.318359375000, .00195312500000), 


-9 


[.319260146009, „465661287308 10 ], 


-9 


[.319260145777, „232830643654 10 ] 


d 


Met Maple vinden we alle wortels: een toegevoegd complex paar en twee 
reële wortels). De derde in de rij is de gezochte oplossing. 


> solvell/x°2=1/(1-2*x)°2 + 1/(1-x)°“2,x): 
2 3 4 
Root0Of(-1 +6 Z -11l Z +6 Z + Z) 


> opln:=evalf(allvalues(%)); 


opln := .621320343 + .1678528820 I, 
„621320343 — .1678528820 I, 
„319260146, -7.561900832 


> opln{[3]l; 
„319260146 


Looptijd 4 jaar: 2000q* — 216(q* + q? +q + 1) — 2400 =0 met q=1 + p/100 
Looptijd 3 jaar: 20004q* — 216(q? + q + 1) — 2400 =0 met q= 1 + p/100 
Looptijd 2 jaar: 20004? — 216(q + 1) — 2400 =O met q= 1 + p/100 

Looptijd 1 jaar: 2000q — 216 =0 met q= 1 + p/100 

Ze zijn alle vier exact oplosbaar. Die met een looptijd van 1 en 2 jaar zijn res- 
pectievelijk een lineaire vergelijking en een vierkantsvergelijking. De derde- 
en vierdegraadsvergelijking zijn in principe ook met een bekend eindig alge- 
braïsch recept oplosbaar. Deze recepten behoren echter zeker niet tot de stan- 
daard middelbareschoolstof. Ze zijn wel ingebouwd in de CA-pakketten 
Maple, Mathematica en Derive (alleen derdegraads). 

Derive: (looptijd 1 jaar) 

SOLVE([2000-q - 2616 = 0, p = 100 + (q - 1)l, [p‚al) 

Resultaat: p = 30,8% 

Derive: (looptijd 2 jaar) 

SOLVE([2000q°2- 216 + (q +1) - 2400 = 0, p = 100 - (a - 1), [p‚ql) 
Resultaat: p = 19,89% 

Voor de looptijd 3 respectievelijk 4 jaar vinden we: p = 16,479% respectievelijk 
p=14,816% (numeriek) 

p= 13,835% 
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Leereenheid 3.3 


De methode van Newton-Raphson 


3.3.1 Beschrijving van de methode van Newton-Raphson 213 
3.3.2 Het implementeren van de methode van Newton-Raphson 215 
3.3.3 De convergentiesnelheid 219 


Toets leereenheid 3.3 224 


3.3.1 Beschrijving van de methode van Newton-Raphson 


Opdrachten 1 Als f'(x) =O dan wordt door nul gedeeld en krijgen we — als het goed in de 
software is geregeld — een foutmelding. De methode werkt dan niet; de raak- 
lijn snijdt de X-as niet, waardoor x, niet bepaald wordt. 

NB: Als f(x) =O dan is Xx = X,. De waarde x = x, is dan het gezochte nulpunt 
en de methode ‘stopt’. 


RE 2, 1 2 l 7) 
2 KKT ern Art Wi zn Kore IA nt ar 
fen) 2 54 2 X2 2 Xn 


3 Met tien cijfers op de display vonden we: 1,414213562. Dit wordt dus al na 
vier iteraties bereikt. Na één, twee en drie iteraties vinden we respectievelijk 
2, 5 en 9 juiste cijfers. Bij verhogen van de precisie bij het berekenen van de 
vierde iteratie krijgen we: 1,414 213 562 373 095, een resultaat waarvan alle 


zestien cijfers juist zijn (/2 = 1,414 213 562 373 095 048 8). 


4 We substitueren f(x) en f ‘(xo) in de algemene iteratieformule: 


1 1 
Ser lj == IF 
fa) 5 :f'@&) ie 3 


0 0 


Ee 
fa) Xo 


fa) CT 


FO) =X0 — =Xo + (Xo — 3X8) = Xo(2 — 3X0) 


Vraagstukken 


3.27 


3.28 


3.29 


3.30 


3.31 


We substitueren na elkaar / = ren h= 2r in de gegeven formule voor de in- 
houd van een bolkap: 

Inhoud (1) = }nh?(3r — hi) 

Inhoud (r)= Jnr®(3r —r) = Sar* 

Inhoud (2r) = \m(4r?) (3r — 2r) = $mr* = inhoud hele bol 


Het gewicht van het drijvende voorwerp (linkerlid) = het gewicht van de ver- 
plaatste vloeistof (rechterlid). 


We zoeken het positieve nulpunt van de vergelijking f(x) =x° — 5. 


LNE WS Mok KES US 
Aj =Xo RAT 5 Ee Xo + 
O0 


ne fo) 26 2Xo Ti 2 


Beginschatting: Xx 


ì 5 
zz (225 veeel = 2,236 111 111 


EN 


1 5 
AFT (2235 MUIS 5 = 2,236 067 978 
2 2,236 111 111 
Een zakrekenmachine geeft het resultaat: /s = 2,236 067 977. Negen van de 
tien cijfers hiervan stemmen overeen met ons resultaat dat verkregen werd 
na drie iteraties. 


We zoeken het positieve nulpunt van de vergelijking f(x) = x? — Q. Een zelfde 
berekening als in vraagstuk 3.27 geeft: 


l Q Ì Q 
Ds 2 Xo + Fl of algemener: x,, 5 Xi + 5 
“+0 da | 


Naar analogie van voorbeeld 3.5 uit de tekst beschouwen we de functie 
f:X > }-7. Het te berekenen nulpunt is « = 1/7. De uitgewerkte iteratie- 
formule wordt: x,,‚ = X;(2 — 7x) 
Beginschatting: x, = 0,1 

Xx, =0,1(2-7-0,1) =0,13 

X2=0,13(2— 7 - 0,13) =0,1417 

X3 =0,1417(2— 7. 0,1417) = 0,142 847 77 
Een zakrekenmachine geeft het resultaat: 1/7 =0,142 857 142. Vier van de 
door ons gevonden cijfers corresponderen met dit resultaat. 


We beschouwen f:x > } — P. De uitgewerkte iteratieformule wordt: 
Xi =Xi(2—PX;) 


We beschouwen f:x — x? —q. De uitgewerkte iteratieformule wordt: 


1 q ) 
Xa == At 
Lel „(e )X; PT 
Beperkingen: p > Oeng>0 
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Opdrachten 


7 


10 


3.3.2 Het implementeren van de methode van Newton-Raphson 


Voorbeeld 3.5: het bepalen van fe 
In cel Bl plaatsen we de beginwaarde 1,6. In cel B2 plaatsen we de formule 
“=(B1+2/B1)/2". 


0 
1 1,425 

2 1,41425438596491 
3 1,41421356296230 
4 4,41421356237309 
5 1,41421356237309 
6 1,41421356237309 


Voorbeeld 3.6: het bepalen van “1 gedeeld door 3’. 


0 

1 0,25 

2 0,3125 

3 0,33203125 

4 0,333328247070312 
5 0,333333333255723 
6 0,333333333333333 


9 0,333333333333333 


Voorbeeld 3.7: de diepgang h van een drijvende bol. 


h [m] £ (h) £’ (h) 

0,05 0,00014 -0,0075 
0,068666667 6,5043E-06 -0,006454667 
0,069674356 5,78877E-08 -0,006338759 
0,069683488 4,92327E-12 -0,006337681 
0,069683489 0 -0,006337681 


Schetsen (plotten) van x° — x + 1 toont een nulpunt in het interval 
(—1,2; —1,1). Stel in: Options, Precision, Approximate; en soLve 
X° —X-+ 1 =O metals interval (—1,2; — 1,1). Resultaat: x= —1,16730 


Geen uitwerking. 
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nl #1 F(x):=x°"2-2 

#2 x-F (x) /DIF (F(x) ‚x) ;Simplify(=2) 

#3 (x°2+2) / (2*x) 

44 G(x):=(x°2+2) / (2*x) 

#5 ITERATES(G(x),x,1.6,5) Approx (User) 

de 6 [1.6,1.425,1.41425438596,1.41421355164,1.41421355164, 
1.41421355164) 

7 Precision:=Approximate 

8 PrecisionDigits:=12 

j9 ITERATES(G(x),x,1.6,10) ;Simplify(=9) 

F10 [1.6,1.425,1.41425438596,1.41421356296,1.41421356178, 
1.41421356296,1.41421356178,1.41421356296, 
1.41421356178,1.41421356296,1.41421356178] 


12 #11 MYNR(Éf,x,a,n):=ITERATES(x-f/DIF(É,x),x,a,n) 
#12 MYNR(x°2-2,x,1.6,5) ;Simplify(*12) 
#13 [1.6,1.425,1.41425438596,1.41421356296,1.41421356296, 
1.41421356296] 
#14 MYNR(F(x),x,1.6,5) ;Simplify(#14) 
#15 [1.6,1.425,1.41425438596,1.41421356296, 
1.41421356296,1.41421356296] 


13 Met Maple: 


> my nr(z -> -3+1/2, 0.5, 5); 
[[O, .5), [1, .2500000000}, [2, „31250000001, 
[3, .3320312500], [4, „33332824711, 
[5, 333333333311 


Er zijn zo te zien al tien correcte decimalen na vijf iteraties. We vroegen het 
aantal Digits op om dit vervolgens op te voeren tot 20. 


> Digits; 
10 
> Digits:=20: 
my_nr(z -> -3+1/z, 0.5, 6); 
[[O, .5}, [1, .250000000000000000001, 
[2, .31250000000000000000] , 
[3, .33203125000000000000) , 
[4, .33332824707031250000], 
[5, .33333333325572311879), 
[6, .3333333333333333333211 
> Digits:=10: 


Er waren er dus, na vijf iteraties, feitelijk slechts negen juist; maar na zes 
iteraties zijn er al negentien correct. 


14 _Met Maple: we voeren de functie in via het procedurevoorschrift. 
> my nr(h -> h°3-3*0.05*h°2+4*0.78*(0.05°3), 0.05, 5); 
[[O, .05], [1, .06866666667], [2, 069674355611, 


[3, 06968348795), [4, .069683488721, 
[5, .06968348874]] 
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15 


Het voordeel is dat we de functie f uit f(x) = 0 (als naam of voorschrift) mee 
kunnen geven aan het my_halveer-commando en dat deze dus niet altijd f 
hoeft te heten. 


> my halveer:= proc(g::procedure,x0::numeric,y0::numeric,n::integer) 
pulocal Tst, med 
T[O]:=x0,y0; 


Vv 


> ts=sT {0}; 

> m:=1/2*t[1]+1/2*t [2]; 

> for iÌ to n do 

> if O0 < glt[1}) *g(t{2}) then Tlij:z=t 
> else if g(t[1])*g(m) <=0 then T[i]:=t[1}],m 
> else T[il:=m,t[2] £i 

> fi; 

> t:=T[il; mi=(t(1}+t[2])/2 

> od; 

> [seq([T[i]],‚,i=0..n)l; 

> 


end; 


> my halveer(vbl, 1.3,1.6, 12); 


Lü. 


3, 1.6), [1.3, 


1.450000000], 


[1.375000000, 


1.450000000], 


[1.412500000, 
[1.412500000, 
[1.412500000, 
[1.413671875, 
[1.414111329, 


1.450000000], 
1.421875000], 
1.414843750], 
1.414257813], 
1.4142578131, 


[1.412500000, 
[1.412500000, 
[1.413671875, 
[1.413964844, 
[1.414184571, 


1.431250000], 
1.4171875001, 
1.414843750], 
1.4142578131, 
1.4142578131] 


> my_halveer(h -> h°3-3*0.05*h°2+4*0.78*(0.05°3), 0.05,0.1, 15) ; 
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[[.05, .1], [0.5, .07500000000}, [0.6250000000, 07500000000], 
[.06875000000, .07500000000], [.06875000000, .07167500000], 
[.06875000000, .07031250000], [.06953125000, 07031250000], 
[.06953125000, .06992187500], [.06953125000, 069726562501, 
[.06962890625, 06972656250], [.06967773438, 069726562501, 
[.06967773438, .06970214844), [.06967773438, 06968994141), 
[.06967773438, .069683837901, [.06968078614, „069683837901, 
[.06968231202, „069683837901 


Vergelijk dit met de resultaten van opdracht 14. We zien hier nogmaals de 
superioriteit van de methode van Newton-Raphson boven de halverings- 
methode geïllustreerd. 


Met Mathematica: met het commando NL[...,20} dwingen we meer deci- 
malen af. 


NINR[1/#-3&,0.5,7], 20) 

{0.5, 0.25, 0.3125, 0.33203125, 
0.3333282470703125, 0.333333333255723119, 
0.3333333333333333333, 0.3333333333333333333} 


Inl Jis= 
Out{ ]= 


Er zijn dus, na vijf iteraties, negen decimalen juist; maar na zes iteraties zijn 
er al negentien correct. 
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18 


Vraagstukken 3.32 


Met Mathematica: 


In[ ]:= 
Out[ J= 


0.0696835} 


NR[#°3-3*0.05*4#°2+4#0.78#(0.05°3)&,0.05,51 
{0.05,0.0686667,0.0696744,0.0696835,0.0696835, 


Een goed commando voor het vinden van de oplossing van bijvoorbeeld 

X2-2=0is:FixedPoint[x-(x° 2 - 2)/(2*x),1.2). In ingewikkelder 
situaties dan deze kunnen we natuurlijk Mathematica de benodigde differen- 
tiatie laten uitvoeren. 


De iteratieformule die volgt uit f(x) =x? — 5 =O luidt: $(x, + 5/X). We geven 
eerst de berekeningen met behulp van een spreadsheet; op twee manieren: 


2,25 

2,236111111 
2,236067978 
2,236067977 
2,236067977 


0,0625 
0,000192901 
1,86047E-09 
0 

0 


4,5 

4,472222222 
4,472135956 
4,472135955 
4,472135955 


2,25 

2,236111111 
2,236067978 
2,236067977 
2,236067977 


De gevraagde uitkomst met zes juiste decimalen (achter de komma) is: 


7,70370370370370 


Js =2,236068 
3.33 
x £ (x) 
2 1 
1,88888888888889 0,07270233196195 
1,87945156695157 0,00050385007368 


1,87938524483667 
1,87938524157182 
1,87938524157182 


3.34 


0,00000002480071 
0,00000000000000 
0,00000000000000 


7,59701457755010 
7,59626669552939 
7,59626665871387 
7,59626665871387 


0,7 

0,655524079320113 
0,656619793699061 
0,656620431046894 
0,656620431047110 
0,656620431047110 


-0,157000000000 
0,004066047639 
0,000002362362 
0,000000000000 
0,000000000000 
0,000000000000 
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-3,53000000000000 
-3,71086454429455 
-3,70655133956781 
-3,70654882859537 
-3,70654882859452 
-3,70654882859452 


1,88888888888889 
1,87945156695157 
1,87938524483667 
1,87938524157182 
1,87938524157182 


0,7 

0,655524079320113 
0,656619793699061 
0,656620431046894 
0,656620431047110 
0,656620431047110 


Opdrachten 


3.35 


19 


20 


21 


22 


Na drie iteraties vinden we slechts de goede cijfers 1,3688081 (zie de vol- 
gende tabel), na vier iteraties vinden we meer decimalen dan Leonardo van 
Pisa vond, namelijk: 1,36880810782137. Het volgende werd gevonden met 
behulp van het spreadsheetprogramma Excel. 


0 

1 1,41176470588235 0,91756564217382 21,62629757785470 
2 1,36933647058824 0,01114811941245 21,10259299140210 
3 1,36880818861753 0,00000170448707 21,09614032614940 
4 1,36880810782137 0,00000000000004 21,09613933939810 
5, 1,36880810782137 0,00000000000000 21,09613933939810 


3.3.3 De convergentiesnelheid 


Met C= len la — xl =0,1 vinden we: 

laa; |= la — Al? = (0,1)? =0,01; la —x, ol = la —X; [2 = (0,01)? = 0,0001 
la Xijjal= le =Xj gel = (Ort 0 TS 

la —x;,jl = |a —X},3l2 =(10-8)2=107!0 


fw) = xk f'()= -2x73; 

xr2_l 
Kin SNTE 
Ì —_2xr® 


= erm kj A 


De vergelijking heeft als nulpunt « = ND = 1,4. We kiezen voor x, = 1,3 en 
nemen voor de nauwkeurigheid bijvoorbeeld e = 0,0001. 


dl G(x):=3ix/2-x" 3/4 (Author) 

#2 Precision:=Approximate (Options, .….…) 
#3 PrecisionDigits:=12 

#4 ITERATES(G(x),x,1.3,5) ;Simplify(#4) 


#5 [1.3,1.40075,1.41402190926,1.41421352341, 
1.41421356237,1.41421356237] 


Na vier iteraties is aan het stopcriterium voldaan. 


Merk op hoe het misgaat als we kiezen: x= 1,5 (Wat gebeurt er precies?) 


#1 Precision:=Approximate (Author) 

#2 G(x):=(2*Xx°2-3fx)/(x-2) (Options, .….…) 
#3 ITERATES(G(x),x,1.5,6) Approx. (#3) 
#4 [1.5,0,0,0,0,0,0] 

#5 ITERATES(G(x),x,1.3,6) ;Approx. (#5) 
+6 [1.3,0.742857,0.894805,0.979974,0.999213,1,11 

#7 ITERATES(G(x),x,1.1,6) Approx. (#7) 
#8 [1.1,0.977777,0.999033,1,1,1,11 

#3 ITERATES(G(x),x,1.05,6) sApprox. (#9) 


#10 [1.05,0.994736,0.999944,1,1,1,11 
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Vraagstukken 3.36 


Met behulp van een spreadsheetprogramma bepaalden we de volgende tabel. 
Kolom 3 bevat deltan (n), de afwijking van de gevonden benadering tot 
/. In kolom 4 berekenen we de convergentiefactor ofwel de verhoudingen 
delta(n)/delta(n-1)) 2. 


x(n) delta(n) delta(n)/delta(n-1)) "2 
1,00000000000000E+06 -9,99998585786438E+05 

5,00000000001000E+05 -4,99998585787438E+05 -5,0000000000000E-07 
2,50000000002500E+05 -2,49998585788938E+05 -9,9999999998000E-07 
1,25000000005250E+05 -1,24998585791688E+05 -1,9999999998000E-06 
1,56784368170957E+00 -1,53630119336474E-01 -2,22746963726745E-01 
1,42174052881837E+00 -7,52696644527817E-03 -3,18909343981785E-01 
1,41423348697351E+00 -1,99246004173315E-05 -3,51681611277940E-01 
1,41421356251345E+00 -1,40355060906927E-10 -3,53548367310186E-01 
1,41421356237309E+00 0,00000000000000E+00 0,00000000000000E+00 
1,41421356237309E+00 0,00000000000000E+00 #DIV/O, 


3.37 


Pas in de buurt van het nulpunt vinden we voor de convergentiefactor de 
waarde 0,35, zoals berekend in voorbeeld 3.9. 


Met Derive vinden we via het ITERATES-commando: 


#1 Precision:=Approximate 

42 ITERATES(x-(x°20-1)/(20*x°19),x,0.5) Approx (#2) 

#3 [O0.5,26214.9,24904.1,23658.9,22476,21353.2,20284.5, 
19270.3,18306.8,17391.5,16521.9,15695.8,14911.0, 
14165.4,13457.2,12784.3,12145.1,11537.8,10960.9, 
10412.9,9892.29,9397.67,8927.79,8481.40,8057.33, 
7654.46,7271.74,6908.15,6562.75,6234.61,5922.88, 
5626.73,5345.4, 
3.14705,2.98969,2.84021,2.69820,2.56329,2.43512, 
2.31337,2.19770,2.08781,1.98342,1.88425,1.79004, 
1.70054,1.61551,1.53474,1.45802,1.38516,1.31600, 
1.25047,1.18866,1.13110,1.07936,1.03711,1.01027, 
1.00093,1,11 

34 ITERATE(x-(x°20-1)/(20*x°19),x,0.5) ;Approx(#4) 

ze) ak 


(Het laatste commando ITERATE geeft alleen het eindresultaat.) 

De oorzaak van het langzaam convergeren ligt in het feit dat de grafiek bij 
x=0 relatief gezien erg horizontaal verloopt. Daardoor ligt het eerste snij- 
punt met de X-as zeer ver naar rechts; daarna gaan we, iteratie na iteratie, 
weer langzaam naar links. 

Om dit proces zichtbaar te maken, hebben we in Mathematica een klein pro- 
gramma (ofwel Module) geschreven met de naam NewtonRaphson[ ] en de 
volgende vorm: 
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NewtonRaphson[functie , x , start , aantal ]:= 
Modulel{pntn, xoud = start, xnieuw, £, dé, 

domeina, domeinb, maximum, minimum}, 

pntn = {}; £ = functielx]; df = D[£‚x]; 

Print [“Ffac]= %, E‚n ee alcl NRE 

Dol AppendTolpntn, {xoud, 0}1; 
AppendTolpntn, {xoud, (£/. x ->xoud) //N}1; 
xnieuw = xoud - (£/.x ->xoud)/(df/. x ->xoud) //N; 
xoud = xnieuw, 
{k,1l,aantal}]; 

domeina = Min {Mapl(Takel#,1]&,pntn]]; 

domeinb = Max {[Map(Takel#,1]l&,pntn]]; 

maximum = Max [(Mapl(Takel#,-1]&,pntn]]; 

minimum = Min (Map (Takel#,-1]&,pntn]l] ; 

Print [”Nulpuntsbenadering: ”‚,xnieuw,” na ”,aantal, 

“iteraties”]; 

Plot[f, {x,domeina,domeinb}, 

PlotRange -> {minimum,maximum}, 

PlotStyle->{{Thickness[0.005],Dashing[{0.02,0.02}1}}, 

Epilog->{Thickness[0.001], Lineflpntn]}1; 


Na het definiëren van een functievoorschrift kan dit programma automa- 
tisch het Newton-Raphson-proces tekenen, mits de navolgende argumenten 
worden meegegeven: de naam van de functie, de naam van de variabele, de 
waarde van de beginschatting en het verlangde aantal iteraties. Merk op dat 
we niet de eerste afgeleide van de functie hoeven aan te bieden, deze wordt 
door het computeralgebraprogramma zelf bepaald. Voor dit vraagstuk gaat 
een en ander aldus: 


In[ 1]: 


£lx]:=x°"20 - 1 
NewtonRaphson[f‚x,0.5,203] 


y 
2x1088 


1,5x1088 


1x1088 - 
5x1087 


0 5000 10000 15000 20 000 25 000 
x 


Out[ 1]: 

20 19 
flx]= -1l +x ; £’[x]= 20 x 
Nulpuntsbenadering: 1. na 203 iteraties 
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3.38 Met Derive: 


#1 Precision:=Approximate 

4#2 ITERATES(x-(x°3-5*x+4.4)/(3*x°2-5),x,1.4) Approx (#2) 

#3 [1.4,1.23636,1.49729,1.34066,1.06940,1.24528,1.54627, 
Mein 96 LT. 196T0,1.38071,1.20191,1.39210,1.22339, 
1.44710,1.29513,-1.71960,-3.76374,-2.96108,-2.64389, 
-2.58993,-2.58841,-2.58841,-2.58841] 


Met Mathematica: In{2]: 


flx J:=x°3 - 5 x + 4.4 
NewtonRaphson[f‚x,1.4,10) 
Out{2]: 

3 2 
Blend 4 Sten 7 £ [x= -5it 3x 
Nulpuntsbenadering: 1.20194 na 10 iteraties 


Zie je nu wat er aan de 
hand is? Y0,35 4 
03 4 Ja! 
EE NN {| 
0,2 - N | 
0,15 N ek | 
0,1 e / 
L | ï 


3.39 Met Derive: 


#1 ITERATES(x-(x°3-x+1)/(3*x°2-1),x,-1) Approx (#1) 
+2 [-1,-1.5,-1.34782,-1.32520,-1.32471,-1.32471, 
-1.32471,-1.32471) 


Na vier iteraties is de benadering van het nulpunt al goed tot vier cijfers ach- 
ter de decimale punt. 
Met Mathematica: 


In{3]: 
Elx ]:=x°3-x+1 
NewtonRaphson y Sen 
[£‚x,-1,101 0,75 Ee 
0,5 EE 
0,25 
Nd 
—0,25 x 
—0,5 
0,15 
—l 1 1 t 
—1,2 —1,1 —| 
Out[3]: 


3 2 
Elx]= 1 -x+x; f’[xl= -1 +3 Xx 
Nulpuntsbenadering: -1.32472 na 10 iteraties 
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3.40 


3.41 


Met Derive: 


#l (x-1)*(x-2) 2 ;Expd (#1) 
#2 x°3-5*x 2+8Ex-4 ;Dif(#2,x) 
# DIF (x°3-5*x°2+8*x-4,x) ;Simp(#3) 

a 3x" 2-10*x+8 (Author) 

#5 G(x):=x-(x°3-5tx 2+8Ex-4)/(3*X°2-10*Xx+8) ;Simp (#5) 
#6 0.222222/(3*x-4)+0.666666*x+0.555555 (Author) 

# ITERATES(G(x),x,0.9) ;Approx( #7) 
#8 [0.9,0.984615,0.999547,1,11 (Author) 

#9 ITERATES(G(x),x,1.9) ;Approx (#9) 


#10 [1.9,1.95294,1.97706,1.98853,1.99444,1.99713,1.99970, 
1.99981,1.99457,1.99772,1.99772) 


Het verschil in convergentiesnelheid is duidelijk te zien. De wortel a = 1 
wordt sneller gevonden dan de wortel « = 2. (Bekijk de grafiek!) 

De convergentiesnelheid is gemakkelijk te onderzoeken met behulp van een 
spreadsheetprogramma zoals in vraagstuk 3.27. (Bepaal ook de waarden van 
3) 


Volgens vraagstuk 3.26 moeten we de hoek a met drie cijfers achter de 
komma nauwkeurig bepalen. Enkele iteraties volgens de methode van New- 
ton-Raphson moet hiervoor voldoende zijn. Het aantal zal enigszins afhan- 
gen van de beginwaarde. 


#1 NEWTON(u,x,x0,n) :=ITERATES (x-u/DIF (u,x) ,‚x,x0,n) 

(Transfer, Load,Derive,solve.mth) 
#2 Precision:=Approximate 
#3 F(x):=2*x*COS(x)°2+pi/4-x-SIN(x)*COS (x) 


i4 _NEWTON(F(x),x,0.5,5) ;Approx (#4) 
#5 [0.5,1.25440,0.902689,0.953530,0.952848,0.952847] 

46 _NEWTON(F(x),x,0.75,5) Approx (#6) 
#7 [0.75,0.977037,0.952924,0.952847,0.952847,0.952847] 

#8 _NEWTON(F(x),x,0.9,5) ;Approx (#8) 
#9 [0.9,0.953620,0.952848,0.952847,0.952847,0.952847) 

#10 2#104COS (0.953) Approx (#10) 


#11 11.5848 


Met Maple: we brachten een kleine wijziging aan in de procedure my_nr, na- 
melijk een extra eval£( ) vlak voor end; . 


> my _nr:=proc(f: procedure, x0:algebraic, n:integer)local T‚t,i; 
T[O]:=x0;t:=T [0 ; 
for i to n do 
T[il:=t-f(t)/D(E) (t); t:=T[il od; 
evalf([seq([i,T[i]l,i=0..n)l); 
end; 


> geit:=a->2ta*(cos(a))2+Pi/4-a-sin(a)*cos(a); 


2 
geit := a -> 2 a cos(a) + 1/4 Pi -a -sin(a) cos(a) 


> my nr(geit,0.5,5); 
[[O, .5l,[1., 1.254409642], [2., .9026898624),[3., .9535308075], 
[4., .9528479467], [5., 95284786471] 
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Toets leereenheid 3.3 


Een geschikte strategie is telkens de grafieken te schetsen of te laten tekenen 
door een computerprogramma. 


Goede beginwaarden liggen in het interval (: + 0,147, 5); experimenteel be- 
paald. (N.B.: Het eerste commando typen we zo in of verkrijgen we via: 
Transfer, Load, Derive, solve.mth) 


#1 NEWTON(u,x,x0,n):=ITERATES(x-u/DIF(u,x),x,x0,n) 

#2 Precision:=Approximate 

#3 _NEWTON(2*x-TAN(x),x,pi/4+0.147,20) Approx ( =3) 

#4 [O.932398,1.56617,1.56162,1.55272,1.53565,1.50426, 
1.45075,1.37118,1.27727,1.20147,1.16966,1.16561, 
1.16556,1.16556,1.16556,1.16556,1.16556,1.16556, 
1.16556,1.16556,1.16556] 


Goede beginwaarden liggen in het interval (0, — ). 


4#5 _NEWTON(4*COS (x) -EXP (x) ‚x,0.10) Approx ( =5) 
#6 [0,3,1.83556,1.11336,0.920700,0.904897,0.904788,0.904788, 
0.904788,0.904788,0.904788] 


Met het in vraagstuk 

3.37 door ons zelf gede- y 
finieerde Mathematica- 
commando Newton - 
Raphson[ } vragen we 
nogmaals bij begin- 

waarde gelijk aan nul 

naar de situatie na tien 
iteraties: 


0,5 1 1,5 2 2,5 3 
In[5]: 


fl[x ]:=4 Cos [x] -Exp [xl] 
NewtonRaphson[£,x,0,10] 


Out[5]: 

x x 
£[x]= -E + 4 Cos[x]; f£’[x]= -E - 4 Sin[x] 
Nulpuntsbenadering: 0.904788 na 10 iteraties 
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Ook voor kleine nega- 
tieve beginwaarden 
gaat het goed, zoals 
blijkt uit: 


In[6]: 
Êlx ]:=4 Cosl[x]- 
Exp [x] 


NewtonRaphson 
[É‚x,-0.42,10] 


Out[6]: 

x x 
Elx]= -E + 4 Coslx]l; f£'[x]= -E - 4 Sin{[x] 
Nulpuntsbenadering: 0.904788 na 10 iteraties 


Goede beginwaarden liggen in het interval G +0,147, — ). 


#7 _NEWTON (2*COS (x) -COSH(x) ‚x,3,10) Approx ( #7) 
+8 [3,1.83033,1.08369,0.852606,0.824224,0.823767,0.823767 
„0.823767,0.823767,0.823767,0.823767] 


Goede beginwaarden liggen in het interval (4,2877 eg 3) (experimenteel 
bepaald). 
49 _NEWTON (x-TAN(x),x,4.288,20) Approx ( #9) 


#10 [4.288, 4.71161,4.71085;4.70932,4.70629,4.70038, 
4.68905;4.66826,4.63321,4.58304,4.53051,4.49983, 
4.49360,4.49340,4.49341,4.49341,4.49341,4.49341, 
4.49341,4.49341,4.49341] 


Wij kozen de vrij grote beginwaarde x, = 10, zodat f'(x) = 20. Zoals aan het 

volgende resultaat is te zien, convergeert de variant veel langzamer dan de 

standaardmethode. Probeer zelf nog eens een startwaarde die dichter bij het 

gezochte nulpunt ligt. 

#1 ITERATES(x-(x°2-2)/20,x,10,8) ;Approx(#11) 

42 [10,5.1,3.8995, 3.23919,2.81457,2.51848,2.30134, 
2.13653,2.008291 

#3 ITERATES(x-(x°2-2)/(2*x),x,10,8) Approx (#13) 

44 [10,5.1,2.74607,1.73719,1.44423,1.41452,1.41421, 
1.41421,1.41421] 


Voor het gedeelte van de oppervlakte van de cirkelvormige doorsnede dat 
zich onder water bevindt nemen we O onge: = $r2(a — Sin a) met a de grootste 
middelpuntshoek op de koorde gevormd door het (doorgetrokken gedachte) 
wateroppervlak. Deze formule is geldig voor 0 S a < 2m (ga na). 

De wet van Archimedes: ‘het gewicht van het drijvende materiaal = het ge- 
wicht van de verplaatste vloeistof’ levert: 

3r2(a —sin a): Pwater L „gen? “ Phout * L “8, 

Invullen van de gegevens, samen met pvater = 1000 kg/m*, geeft: 
fla)=a—sina—1l,4m=0enf'(a) =1—cosa 

Als a via Newton-Raphson-iteratie gevonden is, kan de diepgang berekend 
worden uit: diepgang = r — r cos a/2 
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cg 


Met behulp van Derive vinden we, zoals hierna getoond, de waarde 13,2 cm: 


El rv:=0.1 

#2 Fl(a):=a-SIN(a)-1.4*pi 

#3 alpha:=ITERATE(x-F(x)/ 
DIF(F(x),x,x,pi,5) Approx (#17) 
#4 3.79240 

#5 d=rf(&-COS(alpha/2));Approx(#19) 
#6 d=0.131969 


4 De grafiek van f(x) heeft in x= } en in x= 1 een horizontale raaklijn. Nemen 
We Xo < 4, dan vinden we het nulpunt a = 0. Nemen we Xx = }, dan vinden 


we het nulpunt a = 1. De convergentiesnelheid is in het tweede geval duide- 
lijk lager vanwege de horizontale raaklijn in x= 1. 


5 #1 NEWTON(u,x,x0,n):=ITERATES (x-u/DIF(u,x),x,x0,n) 
#2 NEWTON(LN(x),x,4,3) ;Approx(=2) 
43 [4,-1.54517,-0.0872810+4.85431*#Hi,9.00873-1.36581#+Hi} 


De raaklijn in x= 4 snijdt de X-as in x= —1,545.…, dus bij een negatieve 
waarde. De functie In x is voor negatieve waarden van haar argument niet 
bepaald. (Formeel wel, maar dan moet gebruikgemaakt worden van com- 
plexe getallen, zie het resultaat van de tweede iteratie.) 

De oplossing van het probleem is: Kies een startwaarde dichter bij het nul- 
punt (bijvoorbeeld: x= 2,5). Men moet startwaarden nemen in het interval 


(0, e). 
In{4]: 
f[x _]:=Log [xl] y ES 
Newton- 0,5 z 
Raphson[f‚x,2.5,10] 
te 
Dj 
ve x 
—0,5 
=| 
—1,5 1 1 1 1 
1 1,5 2 2,5 
Out[4]: 
flx]= Loglx]; f£’[x]= 1/x 
Nulpuntbenadering: 1. na 10 iteraties 
6 Plotten van de functie toont wortels (nulpunten) tussen x = 6 en x= 15. Na- 


der onderzoek in de buurt van x= 12 toont twee dicht bij elkaar liggende 
nulpunten. Bij geschikte keuze van de startwaarden volgen de nulpunten 
zonder probleem. 

Met bijvoorbeeld Maple bepaalden we de drie nulpunten via het solve ()-commt: 


> gsgolvelx°2*ln(x)-24.3l*x*In(x)+147.74l*Iln(x) -2*x°2+ 
48.62*x-295.482=0,x) ; 


12.10000000, 12.21000000, 7.389056099 
Uit [2] volgt q= 1,13836 dus p = 13,836. 
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Toets leereenheid 3.4 239 


Praktijksituatie 
Opdrachten 1 Alle reële getallen groter dan —12 (dus (-12, > )). 
2 Uit tx = Maex volgt: x? —x — 12 = 0. Deze vergelijking heeft de oplossin- 


gen x= —3 en x= 4. Duidelijk is dat als we de beginwaarde 4 gebruiken, er 
telkens de waarde 4 uitkomt, immers: /12 +4 = Jie =4, De grap is echter 
dat als we de beginwaarde —-3 nemen, er op den duur ook 4 verschijnt; im- 
mers, er geldt bijvoorbeeld: 


VI2+ VI2+ VI2+ 12+ /12—3 =3,999751357 


Resumerend: alleen de gevonden oplossing x = 4 geeft de eindwaarde van 
het limietproces weer. De gevonden oplossing x= —3 (groter dan —12, dus 
toegestaan om in te vullen, zie opdracht 1) geeft uiteindelijk ook 4. 


Opdrachten 


3 


3.4.1 Beschrijving van de methode van successieve substitutie 


Voorbeeld 3.13-1:x* +2x-1=0e 2x=-x +1 es x=05(1 —x%) 
XSF2x-1=0e 2Xt=-X tl exr=l-t-xt 

Voorbeeld 3.13-2:x2 —Sx+2=0 > Sx=X? +2 > x=0,2x? + 0,4 

Xa SXFZ=0O SS M= > A= 5-2 

Voorbeeld 3.13-3:x2 —2=0 e cx? —2)=0;c#0 

SD XXX; CHO @ XX (Xx? — 2)/10; voor verschillende c-waar- 
den ontstaan dus vormen van Xx = 8(x). 


Maken van een plot toont dat de gezochte oplossing in het interval [4, 5) 


ligt. Als we nemen x = g(x) = tan (x), dan geldt g'(x) = zip = 1 + tan? (4). 


Berekening of plotten toont dat in het bedoelde interval |g’(x)| > 1. 
Conclusie: het iteratieproces is niet convergent. 


We vinden, uitgaande van x, = 0, achtereenvolgens; 1, 0,540302.… , 
0,857553... , 0,654289... . De convergentie gaat slechts langzaam, zoals 
blijkt uit het volgende spreadsheetfragment: 


n __x(n) n x(n) 

0 0 

1 di 21 0,7391844 

2 0,540302306 22 0,739018262 
<| 0,857553216 23 0,739130177 
4 0,65428979 24 0,739054791 
5 0,793480359 25 0,739105572 
6 0,701368774 26 0,739071365 
16 0,738369204 36 0,739084868 
17 0,739567202 37 0,739085312 
18 0,73876032 38 0,739085013 
19 0,739303892 39 0,739085214 
20 0,738937757 40 0,739085079 


We zien hoe dit komt in figuur 3.5, waarin de eerste vier iteraties grafisch zijn 


weergegeven. 
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Figuur 3.5 De vier eerste iteraties van x,,, = cos x, met x, =0 


{1. iter, 1. = benad.} {2. iter, 0.540302 = benad.} 


Deze figuur komt het meest overeen met het eerste iteratietype, getoond in 
figuur 3.15 in het leerboek. 


Vraagstukken 3.42 a IX? 4+x-j=Xelx=jex?=3 x= B of x=-3 
b X=3A2 N-I 5 0-3X2-Ie=3e x= of x= 3 
c X=3lX > 2-3 oe x= of x= 3 
1 


3 3 q 
d X=- +-l © Wet eXx=3/X > zie verderc. 
2 X X 
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5} 
zie verder bij a. 


1 /x* ze Ne 
e x= 5e) Kees 322 EER S 3X=Xt 5 Xx=0 of x2=3, 


3.43 a X=X?-—1l-Inx 


Xx=exp (X2—x- 1) 


zt Jin x +X +] 
KEXHCr (XL X- 1 — In x) met c# 0 
xe! 
b De twee nulpunten liggen in het interval (0,2; 0,4) respectievelijk (1,8; 2), 
hetgeen blijkt uit het maken van een plot met een grafisch programma, zoals 


daar zijn: grafische zakrekenmachines, spreadsheetprogramma, Derive, 
Maple, Mathematica, … . 


c Kies x= g(x) met g(x) =X # C° (X2 — X— 1 — In x) en bepaal voor gegarandeerd 
snelle convergentie c zodanig dat g'(a) =O. Als we voor a nemen 0,3 respec- 


tievelijk 1,8, dan krijgen we c= 0,27 respectievelijk c= —0,5. 

c=0.27 c=-0.5 

n x(n) n x(n) 

Om 0r2 0 1,8 

1 0,321348236 1 1,873893332 

2 0,29897775 2 1,869111019 

3 0,298382688 3 1,869609991 

4 0,29839024 4 1,869559151 

5 0,298390136 5 1,869564344 

6 0,298390137 6 1,869563814 

7 0,298390137 7 1,869563868 
8 1,869563863 
9 1,869563863 


3.44 Gezocht wordt de oplossing a = sie 1,7 van f(x) =O. Een goede strategie is: 
bepaal van de drie gegeven vergelijkingen x = g(x) de waarde van |g'(x)| in de 
buurt van de oplossing, dat wil zeggen voor x= 1,7. Alternatief: plot [g’()| 
in de buurt van x= 1,7 en bekijk of geldt: [g'(x)| <1 

a Uit bijvoorbeeld de Derive-plot van volgende #2: 


#1 ABS(DIF(5-x°3+x,x) ;Simp (#1) 
#2 ABS(3*x°2-1) (Plot) 


blijkt, dat |g'(x)| > 1 op het interval [1; 2,5), er is dus geen convergentie in de 
buurt van de oplossing. 


b Uit bijvoorbeeld de Maple-plot: 


> plot(abs(diff(5/x°2,x)),x=1..2.5); 


230 3 Het oplossen van niet-lineaire vergelijkingen 


Opdrachten 


6 


10 


blijkt dat |g’(x)| > 1 op het interval [1; 2,5), er is dus geen convergentie in de 
buurt van de oplossing. 


c Uit bijvoorbeeld de Mathematica-plot: 
In[...]l: Plot[EvaluatelAbs[Diff[.5*(x+5/x°2),x]1)} , {x,1,10}1 


blijkt dat [g’(x)| < lop het interval [= 1,5; >); er is dus convergentie in de 
buurt van de oplossing. 


3.4.2 De convergentiesnelheid 


We gaan ervan uit dat er een waarde van x bestaat waarvoor f(x) = 0, omdat 
we die vergelijking moeten oplossen. Hoe dichter we deze oplossing nade- 
ren, des te kleiner wordt de term c « f(x), in absolute waarde nadert deze tot 
nul. Tegelijkertijd wordt dan de eerste term in het rechterlid steeds meer ge- 
lijk aan het linkerlid, waardoor de methode ‘werkt’. 

De keuze c= 1/f'(«) geeft bij benadering de formule voor de methode van 
Newton-Raphson en deze heeft (meestal) kwadratische convergentie. 

In voorbeeld 3.13 herkennen we X,‚‚ = X; + C« f(X‚) met kennelijk c= 0,1. 


[CI = (Xx — a)? - h(x), want f(x) bevat de factor (x — a)?; 
[== UX — IA) + (XA — P(X), zodat f'(a) =O. 


FO) =(-3XT 4 7XP)/4 = X2(-3X? + 7)/4. De factor x° duidt op het dubbele 


nulpunt « = 0. Immers: x? = (Xx — 0)? 


We schrijven f(x) = x2(—3Xx2 + 7)/4 = 0. Hieruit volgt x = 0 (tweevoudig) en 
3x? =7. De gegeven vergelijking x = 3x%/7 heeft dezelfde nulpunten, alleen 
x= Ois slechts enkelvoudig aanwezig. 


De overige twee nulpunten liggen bij x= 1,5 en x= —1,5. We berekenen al- 
daar de waarde van g(x). 

Beschouw x = g(x) = 3x%/7. We berekenen: 8'(x) = 9x2/7 en 

8'(1,5) = 2,89 … > 1. Vanwege het kwadraat van x geldt hetzelfde voor 

x= —1,5. We concuderen dat er geen convergentie optreedt. 


7x-9x! 


Met Derive en met g(x) = Gre Vinden we voor de waarde van g'(1,5): 


G(x) r= (Tx Ii" 3)/(14-12*x°2) ;Dif (+#1,x) 
DIF (G(x) :=(7x-9*x"3) /(14-124x°2) ‚x) ;Simp (#2) 
(B4tx°4-14T*x° 2449) / (2*(6*x°2-7) 2) ;Sub (#3) 
(54*(1.5)“4-147*(1.5) 2449) /(2*(6*(1.5)“2-7)°2) ;Approx (#4) 
-0.099112 


De absolute waarde hiervan is kleiner dan 1. Vanwege de even machten van 
x geldt hetzelfde voor x= —1,5. Er treedt dus voor beide andere nulpunten 
convergentie op. 
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3.4.3 De implementatie van de methode van successieve substitutie 


Opdrachten 1 Wij tonen hier slechts zes cijfers achter de komma. Het nulpunt moet dan 
liggen bij: 0,453398. Het resultaat voor c= —0,50 is weggelaten. 


0,400000 0,400000 0,400000 0,400000 0,400000 0,400000 0,400000 0,400000 0,400000 0,400000 
0,465280 0,462560 0,459840 0,457120 0,454400 0,451680 0,448960 0,446240 0,443520 0,440800 
0,450263 0,451479 0,452398 0,453021 0,453350 0,453386 0,453131 0,452584 0,451749 0,450625 
0,454194 0,453786 0,453548 0,453435 0,453400 0,453398 0,453382 0,453308 0,453128 0,452798 


0,453193 0,453318 0,453375 0,453394 0,453998 0,453397 0,453388 0,453354 0,453269 
0,453450 0,453414 0,453401 0,453398 0,453398 0,453397 0,453391 0,453370 
0,453384 0,453394 0,453397 0,453398 0,453396 0,453392 
0,453401 0,453398 0,453398 0,453397 0,453396 
0,453397 0,453398 0,453397 
0,453398 0,453398 
0,453398 


Duidelijk is te zien dat de convergentie het snelst is bij c= —-0,38. 
12 Bestudeer de resultaten van de volgende commando's: 


#1 Precision:=Approximate 
#2 ITERATES(O.5*(l-x°3),x,0.4,32) Approx (#2) 
43 [0.4, 0.468, 0.448748, 0.454816, 0.452958, 0.453532, 
0.453355, 0.453410, 0.453393, 0.453398, 0.453397, 
„453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397, 
„453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397, 
„453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397, 
„453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397, 
„453397, 0.453397] 
F4 ITERATES(O.5*(l-x°3),x,0.4) ;Approx(#4) 
15 [0.4, 0.468, 0.448748, 0.454816, 0.452958, 0.453532, 
0.453355, 0.453410, 0.453393, 0.453398, 0.453397, 
0.453397, 0.453397, 0.453397, 0.4533971 


ooooo 


#6 ITERATE(O.5*(1l-x°3),x,0.4) Approx ( #6) 
#7 0.453397 
#8 ITERATE(O.5*(l-x°3),x,0.4,4) Approx (#8) 


#9 0.452958 


Het vierde argument bij ITERATES geeft het aantal te berekenen iteratie- 
slagen. Weglaten hiervan geeft zoveel iteraties als nodig voor het bereiken 
van de ingestelde precisie (hiervóór: de standaard ingestelde zes decimalen). 
Hetzelfde geldt voor ITERATE, dit commando geeft alleen het laatste resul- 
taat weer, dus niet ook alle tussenuitkomsten. 


13 Bestudeer goed de volgende vectorcommando’s en hun resultaat. In regel 6 
geven we een commando dat hetzelfde resultaat oplevert als in opdracht 11, 
nu echter met Derive. We hebben de opmaak van de uitvoer wat gewijzigd, 
zodat de vergelijking met het antwoord van opdracht 11 eenvoudig moge- 
lijk is. 
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Precision:=Approximate 


> 


VECTOR (k,k,1,3,1) ;Simp (#2) 
(152, 311 
VECTOR (VECTOR (k°m,k,1,4,1),m,1,5,1) Approx ( #2) 
B 2 3% 4], 
(1, 4, 9, 16), 
(APEN 2de 64], 
[Io Bn 25618, 
[1, 32, 243, 102411 
VECTOR ( 
VECTOR ( 
ITERATE (x+ (k*(0.02)-0.5)*(x°3+2*x+(-1)),x,0.4,m), 
ne ne) 
m,0,12,1) Approx (#6) 
[ 
4 ‚0.4 ‚0.4 ‚ 0.4 ‚ 0.4 ‚ 0.4 ‚0.4 ‚0.4 zaad, 
‚468 , 0.46528 , 0.46256 , 0.45984 , 0.45712 , 0.4544 ‚ 0.45168 , 0.44896 ,.….l, 
„448748, 0.450262, 0.451478, 0.452397, 0.453021, 0.453350, 0.453386, 0.453130,...1, 
‚454816, 0.454193, 0.453786, 0.453548, 0.453434, 0.453399, 0.453397, 0.453382,...l, 
„452958, 0.453193, 0.453318, 0.453374, 0.453393, 0.453397, 0.453397, 0.453396,...l, 
„453532, 0.453449, 0.453413, 0.453401, 0.453398, 0.453397, 0.453397, 0.453397,...l, 
„453355, 0.453384, 0.453394, 0.453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397,...l, 
„453410, 0.453401, 0.453398, 0.453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397,...l, 
„453393, 0.453396, 0.453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397,...l, 
„453398, 0.453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397,...1l, 
„453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397,...l, 
„453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397,...l, 
„453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397, 0.453397,...11 
14 =l Precision:=Approximate 
#2 ITERATES((7*x-9*x°3)/(14-12*x°2),x,0.1,10) ;Approx (#2) 
#3 [O.1, 0.0497838, 0.0248654, 0.0124294, 0.00621430,0.00310710,0.00155353, 
7.76763*10°(-4), 3.88381*10° (-4), 1.94190=10°(-4), 9.70953*10° (-5)] 
#4 ITERATE( (7*x-9*x°3)/(14-12*x°2),x,0.1,200) sApprox (#4) 
#5 6.18726*10°(-62) 
#6 ITERATES( (7*x-9*x°3)/(14-12*x°2),x,1.5,10) Approx (#6) 
#7 [1.5, 1.52884, 1.52752, 1,52753, 1.52752, 1.52752, 1.52752, 1.52752, 
1.52752, 1.52752, 1.52752] 
#4 _ITERATE( (7*x-9*x°3)/(14-12*x°2),x,-1.5) Approx (#8) 
#9 -1.52752 
Met dezelfde iteratieformule bepalen we zo de drie nulpunten. Het dubbele 
nulpunt a = 0 vertoont langzame convergentie. 
15 We voeren in Maple in: 


vb5:=X->(7*x-Ikx 3) /(14-12*x°2) ; 
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> iterates(vb5,0.4,35) ; 
[[O, .4], [1, .1841059602649007], [2, .09067576692611868), 
[3, .04517698997678455], [4, .02256870226698509], 
[5, .01128188678213707}, [6, .005640635649747603], 
[7, .002820279366651389], [8, .001410134876342871], 


-9 -9 

[29, .6724039430816095 10 ], [30, .3362019715408048 10 1, 
:) „10 

[31, .1681009857704024 10 ], [32, .8405049288520121 10 }, 
110 „10 

[33, .4202524644260061 10 }, [34, .2101262322130031 10 }, 
-10 


[35, .1050631161065016 10 ID 
Merk op dat de convergentie zeer langzaam is. 


16 Bijvoorbeeld: 


> iterate := proc(g::procedure, x0::algebraic, n::integer) 
local T,‚, t, i; 
T[O] := Xx0; 
t := T[O); 
for id ton do T[il :e glt); t := T[il od; 
In, T[n]] 
end 


> iterate(vb5,0.4,3); 
[3, .04517698997678455] 


17 Bijvoorbeeld (de nauwkeurigheid wordt ingesteld via eps): 


> iterate := proc(g::procedure, x0::algebraic, n::integer) 
local T, t‚, i, eps, m; 
T[O] := x0; t := T[O]; eps := 1; 
for iì to n while .5#10°(-15) <= eps do 
TU) se glt); te ze T [is 
eps := abs(T[il - T[i — 11); 
mes 
od; 
[m, T[m]) 
end 


> iterate(vb5,0.4,100) ; 


-15 
[50, .3206271853836113 10 J 


18 Snelle convergentie naar « = 0, maar geen convergentie naar de beide andere 
nulpunten! (Vergelijk dit met opdracht 10.) 
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Vraagstukken 


19 


20 


3.45 a 


> alternatiefvoorvb5:=Xx->(3*x°3)/7; 
> iterate(alternatiefvoorvb5,0.1,100); 
-95 
[4, .1909539243949095 10 ] 
> iterate(alternatiefvoorvb5,1.5,100); 
-51 
[8, .2349064264006755 10 ] 
> iterate(alternatiefvoorvb5,-1.5,100); 
-51 
[8, —-.2349064264006755 10 1] 


Zoals in opdracht 15 vinden we nu met iterate(): 


> iterate(vb5,1,5,100); 

[5, 1.527525231651947] 
> iterate(vb5,-1.5,100); 

[5, -1.527525231651947] 


In(1]:= NRvb4lx_]:=Xxtct(x°3+2*x-1) 
In[2]:= C:=-0.38 
In[3]:= N[FixedPointList[NRvb4, 0.4, 


SameTest -> (Abs[#1 - #2]<10.°(-15)&)l, 161) 
Out[3]= (0.4, 0.45168, 0.4533864223069799, 0.4533975879966584, 
0.4533976511574612, 0.4533976515143754, 0.4533976515163923, 
0.4533976515164037, 0.4533976515164038} 


De meegegeven optie SsameTest controleert of twee opeenvolgende iteratie- 
waarden een verschil vertonen kleiner dan de opgegeven waarde. Zo ja, dan 
stopt het itereren. De waarde van c variëren kan via het Table-commando: 


In[4]:= Tablel N[FixedPointList[NRvb4, 0.4, 
SameTest -> (Abs[#1 - #2]<10.°(-15)&)], 161, 
{e, -0.5, -0.3, 0.02} 


In[1]:= NRvb5alx ]:=(7fx-9*x°3)/(14-12*x°2) 

In[2]:= FixedPointList[NRvb5a,0.1,5] 

Out [2] = {0.1,0.0497839,0.0248654,0.0124294,0.0062143,0.0031071} 

In[3]:= NRvb5b[x ]:=(3*x°3)/7 

In[4]:= FixedPointList [NRvb5b,0.1,5] 

Out[4]= {0.1, 0.0004285, 3.373594*10°-11, 1.6455147*10°-32, 
1.9095392#10°-96, 2.98406981310483487*10°-288 } 


Zie voor de bepaling van de andere nulpunten de uitwerking van 
opdracht 10. 


De oplossing is: a = 1,3688.… 


20(2x + 2) 


5 GEZ 0 


De convergentiefactor g'(«) = —0,44. Na vier iteraties geldt in de buurt van a 
derhalve |a —x,| < (0,44)* - la — xl = 0,039 - |a — x,|. En dat schiet niet op. 
Bij de methode van Newton-Raphson (zie leereenheid 3.3) geldt: 


3.4 De methode van successieve substitutie 235 


la— xl =Cla—x3l? = C(C*]a — xl 5/C)? = C'C|a — xol '°/C 


Met C=0,289 vinden we dan: |a —x,| =8,4- 10 ’|a — xl '*. Deze conver- 
gentie zal dus gauw sneller zijn dan die bij successieve substitutie. 


#1 Precision:=Approximate 
#2 PrecisionDigits:=15 
#3 VECTOR(ITERATE(20/ (x°2+2*x+10) , 
x,1.3,k*10),k,1,5,1) sApprox (#3) 

#4 [1.36878759517987, 

1.36880810173760, 

1.36880810781956, 

1.36880810782137, 

1.36880810782137) 


3.46 _ Als weeen vergelijking van de vorm x;,‚ = X‚#C « (A, — COS (X,)) proberen, 
gaat het niet sneller. (Hoe komt dit?) We herschrijven nu bijvoorbeeld als 
volgt: X=COSX > 2X=XHCOSX > X=}(X + COS X). Dit levert: 


Fl Precision:=Approximate 
#2 PrecisionDigits:=15 


#3 ITERATES(O.5#*(x+COS(x)),x,0.7,10) ;Approx( #3) 
#4 LO, 0.73242109364224, 0.73798937986984, 
0.7389060909355, 73905590866861, 0.73908036378712, 


0. 
0.73908435486898, 0.7390850061936, O.73908511248600, 
0.73908512983228, 0.73908513266309] 


Vergelijk dit met het resultaat na bijvoorbeeld 16, 20 en 40 iteraties uit op- 
dracht 5. 


3.47 a X= +e:*levert het positieve nulpunt! 
b Successieve substitutie werkt hier niet; In Xx moet een positief argument 
bezitten. 
c Deze methode blijkt hier instabiel te zijn; de afwijkingen worden steeds 
groter. 
d De convergentie is bij deze methode zeer snel, hetgeen blijkt uit de volgende 
Mathematica-opdracht en bijbehorende uitvoer: 


N[NestList[# — (Exp[#] — #°2)/(Expl#] — 2 #) &,-0.7,51,15] 


{-0.7, -0.703472189612692, -0.703467422507384, 
-0.703467422498392, -0.703467422498392, -0.703467422498392} 


In Derive verkrijgen we dit resultaat als volgt: 


#1 Precision:=Approximate 
#2 PrecisionDigits:=15 
#3 ITERATES(x-(EXP(x)-x°2)/(EXP(Xx)-2*x),x,-0.7,5) 
Approx (#3) 
#4 [O.7, -0.703472189612692, -0.703467422507384, 
-0.703467422498391, -0.703467422498391, 
-0.703467422498391) 


e Bij A= 2 is de convergentie in deze methode bijzonder snel. 
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Vraagstukken 


3.48 


3.49 


Figuur 3.6 Uitkomsten van opeenvolgende iteraties 


07. —Exp[x/2] 
—0,701 
—0,702 
0,703 ; 
rn etende neee 
- De 
—Exp[x]/x xAExplx]-x”2)/(Explx}-2x) 


2x/3+Exp[x}/3x 


—0,7005 - 
—0,701 
—0,7015 + 


Verder geven we nog de vorm: X;‚, =X; + C+ (e* —x%). Bij c= —0,5 is de con- 
vergentie bijzonder snel. 

In figuur 3.6 is een en ander grafisch weergegeven voor de onderdelen a, c‚, d 
en e (in de laatste is À = 2) en het voorgaande geval met snelle convergentie. 
In elke figuur zijn, van links naar rechts gaande, de uitkomsten van de op- 
eenvolgende iteraties verticaal uitgezet. 


De grafieken van linker- en rechterlid van de vergelijking x= In x snijden 
elkaar niet. De vergelijking heeft bijgevolg geen oplossing. 


Bij convergentie geldt x,,,‚ = X;, zodat 

X=2X- xt es x?-x=0 > x(X-1)=0 > x=0 of x= 1. 

Oplossing ongelijk nul: «= 1 

8) == XE EN) 2-2 Sg (I=2-2=0; 8) =-2 > (UO 
In 3.4.1 is aangenomen dat g'(a) # 0. Hieraan is nu niet voldaan. We zouden 
het rechterlid van de vergelijking x,,‚ = 8(%;) iets verder in een Taylorreeks 
kunnen ontwikkelen. Er komt: 
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#1 
#2 
#3 
#4 
#5 
#6 


#7 


“8 
+9 
10 
#11 
#12 


#13 
14 


Xan SE) 


fi Ci 
=g(a) + (X; — 4) 8'(a) + oi (&‚) 
0 EO 
=q + TK (&‚) 
ME) 8'(a) : 
Xian Td Ee (x‚— a)? = pe (Xx; — a)? 
Hier geldt |g”(«)| = 2, zodat: |x,,, — al S2Ix, — al? 


De nieuwe fout is evenredig met het kwadraat van de oude fout. We spreken 
van een kwadratische convergentie of van een thweede-ordeproces. 


3.50 We vergelijken de methode van Newton-Raphson met die van successieve 
substitutie via het recept van vraagstuk 2 van de toets van leereenheid 3.3. 


F(a):=2*#a*COS (a) °2+pi/4-a-SIN(a)*COS (a) ;Dif(t#1,a) 
DIF (F (a) :=2#a*COS (a) °2+pi/4-a-SIN(a)“COS(a),a) ;Simp#2) 
-4*a*SIN (a) *COS (a) 

G(a) :=a-F(a)/(-4*a*SIN(a) “COS (a) ) ;Simp (ú#4) 


COT (a) /2+(pi-4*a)/(16*a*SIN(a)*COS(a)) +a-1/(4*a) 
ITERATES (COT (a) /2+(pi-4*a) / (16#a*SIN(a)*COS (a) )+a-1/ 


(4*a),a,0.5,10) ;Approx( #6) 
[0.5, 1.25440, 0.902689, 0.953530, 0.952848, 0.952847, 
0.952847, 0.952847, 0.952847, 0.952847, 0.952847] 
Precision:=Approximate :Sub (#3) 

=4* (0.5) *SIN(O.5)*COS(0.5) Approx (#9) 
-0.841470 

ITERATES (a+0.8#*F(a),a,0.5,20) Approx (#11) 
[0.5, 1.00785, 0.928107, 0.963554, 0.948111, 0.954925, 


0.951932, 0.953250, 0.952671, 0.952925, 0.952813, 0.952862, 
0.952841, 0.952850, 0.952846, 0.952848, 0.952847, 0.952848, 
0.952847, 0.952848, 0.952847] 

ITERATES (a+0.5*F(a),a,0.5,10) sApprox (#13) 
[0.5, 0.817406, 0.934471, 0.950950, 0.952657, 0.952828, 
0.952846, 0.952847, 0.952847, 0.952847, 0.952847] 


Variëren van de constante c in de iteratieformule geeft nog snellere 
convergentie. 
Het is niet uitgesloten dat het nog sneller kan. 


21.600 21.600 21.600 21.600 21.600 21.600 
35 lRam200l000 knmi nn gt re EE 
OEREN LET) (LET) (Ltr) (l+-r)® 
Voer in: q= 1 +r= 1 + p/100. Omvormen geeft: 
2.000q® — 216(q° +q* +q*+q? +q + 1) — 2.400 =O met p = 100(q — 1) 
b q=1,131914747 zodat p= 13,2% 
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Toets leereenheid 3.4 


Het direct toepassen van de methode van successieve substitutie is natuurlijk 
altijd mogelijk. Een goede strategie is ook het onderzoeken van g'(x) in de 
buurt van x=a= 1. 

8 =SXx 5 8(I)= S= 1. Conclusie: geen convergentie. 

8’) =x/3; Ig(D)| =0,3333 <1. Conclusie: wel convergentie. 


8!) =3/V6Xx-— 5; Ig (1| =3> 1. Conclusie: geen convergentie. 


De uitwijking x is nul op tijdstippen t > O waarvoor sin t = 0; ofwel op 
t=n-mmetn=l,2, 3, … 

De snelheid wordt gegeven door v(t) = x'(t) = sin t+ t cos t. Een plot toont 
dat het gezochte nulpunt ligt in de buurt van t=8. De vergelijking 

v(t)= sin t+ tecos t= 0 kan worden omgevormd tot t= —tan t. Deze levert 
geen convergentie op. (Ga na via |g'(t)| < 1.) Proberen van de vergelijking 
tast, er(t;+ tan t‚) met e= —1/f'(8) = —0,02, levert met Derive: 


#1l Precision:=Approximate 

2 ITERATES (t-0.02*(t+TAN(t)),t,8,10) Approx (#2) 

#3 [8, 7.97599, 7.97957, 7.97838, 7.97875, 7.97864, 
7.97867, 7.97865, 7.97866, 7.97866, 7.97866] 


X=X(3 3x) © X(X-I(X-2)=0 @ X=0 of x=l of X=2 
Oplossingen ongelijk nul: «= len a=2 

Zg) = 332 HMS LN) =3— OH IXS E'(N= -6HOX; $(X)=6 
Voor a= 1: g(1) =0; {”(1) =0; 8”(1) =6. Het is een derde-ordeproces. 
Voor a= 2: g'(2) =3 > 1. Het proces convergeert niet. 


Zonder ingewikkelde berekening zien we de oplossing x =O. Uit de grafiek 
volgt nog een nulpunt in de buurt van x= —1. We geven eerst de oplossing 
via successieve substitutie met de equivalente vergelijking: x = — (sin x)/x 
Daarna bepalen we de oplossing nogmaals via het berekenen van 

= —1/K'(a) met «=-0,9 in de vergelijking x,,‚ = Xx; +C: K(x). 


+1 Precision:=Approximate 

+2 ITERATES (-SIN(x)/x,x,-0.9,12) Approx (#2) 

#3 [-0.9, -0.870363, -0.878441, -0.876262, -0.876851, 
-0.876692, -0.876735, -0.876723, -0.876726, -0.876725, 
-0.876726, -0.876726, -0.876726] 


+4 K(x) :=X"24+SIN(x) ;Dif(#4,x) 
#5 DIF (K(x) :=Xx°"2+SIN(x) ,x) ;Simp (#5) 
+6 COS (x) +2*x ;Sub (#6) 
#7 COS (-0.87)+2*(-0.87) Approx (#7) 
#8 -1.09517 

+9 1/(-1.09517) sApprox(#9) 


#10 —0.913100 

#11 ITERATES(x+0.913*(x°2+SIN(x)),x,-0.9,6) ;Approx(+#11) 

#12 [-0.9, -0.875647, -0.876742, -0.876725, -0.876726, 
-0.876726, -0.876726] 
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De tweede methode geeft duidelijk snellere convergentie. Door de speciale 
constructie van de iteratieformule is ze vergelijkbaar met de methode van 
Newton-Raphson! 

Nu de vergelijking K'(x) = 2x + cos x= 0. Aan een plot is snel te zien dat het 
gevraagde extremum (minimum) in de buurt van x= —0,5 ligt. Verder is te 
zien, dat x,,‚ = —X;— cos x; geen convergentie geeft. De iteratievergelijking 
Xj.1 = =0,5 - cos x, geeft wel convergentie. 


1 Precision:=Approximate 

dk 2 ITERATES (-0.5*COS(x),x,-0.5,10) ;Approx(=2) 

#3 [-0.5, -0.438791, -0.452632, -0.449649, -0.450299, 
-0.450158, -0.450189, -0.450182, -0.450183, -0.450183, 
-0.450183] 


De extreme waarde bepalen we op K(-0,450183) = —0,232465. 


5 Maak een duidelijke tekening. Neem een vierkant met zijde L, noem de 
lengte van de ketting r. Noem de hoek vergelijkbaar met a in de situatie aan 
het begin van dit hoofdstuk hier ook «. Zie in dat dan geldt: sin « = (L/2)/r 
Beschouw nu alleen de rechterhelft van het vierkant. Het oppervlak waarop 
de geit kan komen is: Jar? + 5 « 5r- cos «. Hiervoor moet gelden dat het ge- 
lijk is aan L?/4. Dus: bar? + 5 «Sr. cos a= L?/4 
Delen door r? en vervolgens r elimineren met behulp van sin a — (L/2)/r 
geeft: a + sin a cos a = 2 sin® «. Deze vergelijking heeft als oplossing (onge- 
lijk aan nul) e= 1,031158 radialen. De lengte van de ketting is dan: 
r=L/(2sin «) =0,582822...L. 


Eindtoets hoofdstuk 3 


1 Er zijn maximaal vijf nulpunten. De ligging van de mogelijke nulpunten be- 
palen we bijvoorbeeld door middel van een plot. Er blijken maar drie nul- 
doorgangen te zijn; deze liggen alle binnen het interval [—3, 3). 


nulpunt1 -2.29116344451904 
nulpunt2 0.893828392028809 
nulpunt3 = 2.16936588287354 


2 Er zijn maximaal drie nulpunten. De globale ligging hiervan bepalen we bij- 
voorbeeld door middel van een plot (of een tabel). Er blijkt maar één nul- 
doorgang te zijn; deze ligt in de buurt van x= 2,4. Met behulp van Newton- 
Raphson vonden we bij een gewenste precisie van 1 - 10-® en een maximum 
aantal iteraties van 100: 


zeropoint at z 2.76929235423863 

function value : 3.2461013044216E-15 after 5 iterations 
Wanneer we als beginwaarde x, = 1 nemen, met dezelfde geëiste precisie en 
hetzelfde maximumaantal iteraties als hiervóór, krijgen we: 


zeropoint at gl 
function value : -2 after 100 iterations 


240 3 Het oplossen van niet-lineaire vergelijkingen 


Er wordt dus kennelijk nu geen nulpunt gevonden. Bij de startwaarde x= 1 
blijken afwisselend de waarden x =O en x= 1 gevonden te worden. Hetzelfde 
geldt daarom ook voor de startwaarde x, = 0. Dit is ook duidelijk in de 
grafiek van f te zien. 


3 We vinden als volgt benaderingen voor het nulpunt a =3: 


#1 ITERATES(x-(x-3)°2/(2*(x-3)),x,2,20) Approx (#1) 
+2 [2,2.5,2.75,2.875,2.9375,2.96875,2, 984375 PAN 99 207 SER re 


2.999996185,2.999998092,2.9999990461 


Gezien voorgaande ervaringen, zouden we niet meer dan vier iteraties 
verwacht hebben. Het blijkt dat de halveringsmethode in negentien slagen 
(toevallig) hetzelfde resultaat bereikt. De halveringsmethode is dus in dit 
voorbeeld sneller dan de methode van Newton-Raphson. 


HULP (x,y) :=F (x) #*F (y) 
HALF (a,b,‚n) :=ITERATES (IF (HULP (x,y) >0, [x,y], 

IF (HULP (x, (x+y) /2)<=0, [Xx, (x+y) /2], [(x+y)/2,yl)), [x,y], [a,bl‚n) 
F(x):=(x-3) °2 
HALF (2,3,20) Approx ( #4) 
[[2,3),[2.5,31,[2.75,3), (2.875,31, [2-9375,3), [2.96875,31,... 


[2.999998092,3], [2.999999046,311 


4 Uit de grafiek van de functie blijkt dat het nulpunt in de buurt van x=2 
waarschijnlijk in x= 2 zelf ligt. We verifiëren dit: 


Precision:=Approximate 

PrecisionDigits:=10 

F(x) :=X" 4-5 346 2+4tK-B ;User = Simp (User) 
F(2)=0 


De convergentie via Newton-Raphson is uiterst langzaam. 
G(x) :=Xx-F (x) /DIF (F(x) ,x) ;Simp (#5) 
1.6875/ (4*x+1)+0.75*x+0.3125 
ITERATE(1.6875/ (4*x+1)+0.75*x+0.3125,x,1.9,26) Approx (#7) 
[1.9,1.933720930,1.955981592,1.970727590,1.980517214, .…… 


1.999986860,1.999991240,1.999994160,1.999996106,1.999997404] 


ITERATE(1.6875/ (4*x+1)+0.75*x+0.3125,x,2,100) Approx (#9) 
2 
ITERATE(1.6875/ (4*x+1)+0.75*x+0.3125,x,2,26) Approx (#11) 


[2522024242 20202720 20222 2 22 2222 2 22 
ITERATES (1.6875/ (4*x+1)+0.75*x+0.3125,x,2.1,26) Approx (#13) 
[2.1,2.067021276,2.044842403,2.029967956,2.020011462, ... 


2.000009057,2.000006038,2.000004025,2.000002683] 
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#1 
2 
#3 
44 
#5 


#6 


dE 7 


i8 
49 


Met behulp van de halveringsmethode vinden we: 


Precision:=Approximate 

PrecisionDigits:=10 

F(x) :=x"4-5*x°34+6rx" 24+4*x-8 

HULP (x,y) :=F (x) *F (y) 

HALF (a,‚b‚n) :=ITERATES (IF (HULP (x,y) >0, [x,y], 


IF (HULP (x, (x+y) /2) <=0, [x, (x+y)/2], [(x+y)/2,yl)), [x,y], [a,bl‚n) 


HALF (1.9,2.1,26) Approx ( #6) 
[[1.9,2.1],[1.9,2],[(1.95,2),[1.975,2),[1.9875,2),... 


[1.999560540,1.999560546], [1.999560543,1.9995605461] 
HALF (1.8,2.1,26) Approx (+8) 
BEONE IS 2e LN 11.905, 2.025},[1:9875,2.025) 


[1.999703469,1.999703478), [1.999703474,1.9997034781] 


Na 26 halveringen vinden we een fout van 2 - 10”. Dit is een kleinere fout 
dan we verkregen na 26 halveringen met de methode van Newton-Raphson. 
Kennelijk kan de methode van Newton-Raphson ook wel langzaam conver- 
geren. (We hebben hier te doen met een meervoudig nulpunt: 

Í@) =(X— 2 (X+ IJ.) 


We kozen bij een uitwerking met behulp van Derive voor een precisie van 
Isl Omas 


Fl Precision:=Approximate 

42 PrecisionDigits:=16 

#3 F(x):=SIN(Xx)-0.1l*x 

#4 G(x):=Xx-F(x)/DIF(F(x),x) ;Simp (#4) 

+5  10#(x*COS(x) -SIN(x))/(10#COS (x) -1) 

6 ITERATES(10*(x*COS(x)-SIN(x))/(10*COS(x)-1),x,pi,6) 

Approx (#6) 

47 [3.141592653589793, 2.855993321445266, 2.852343674492059 
2.852341894450518, 2.852341894450091, 2.852341894450091, 
2.852341894450091) 


Dezelfde nauwkeurigheid wordt bij de halveringsmethode pas bereikt na 
circa vijftig halveringen. 


#1 Precision:=Approximate 

#2 PrecisionDigits:=16 

#3 F(x):=SIN(X)-0.1lfx 

#4 HULP (x,y) :=F(x) *F (y) 

#5 HALF (a,b,n):=ITERATES (IF (HULP(x,y)>0, [x,y], 
IF (HULP (x, (x+y) /2)<=0, [x‚, (x+y)/2l, [(x+y)/2,y1)), [x,y], [a,bl,n) 

+6 HALF(O.1,pi,52) ;Approx( #6) 

#7 [[O.1,3.141592653589793], 
[1.620796326794896,3.1415926535897931, 
[2.381194490192344,3.141592653589793), 


[2.852341894450090,2.852341894450092], 
[2.852341894450091,2.8523418944500921] 
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De methode van successieve substitutie levert in twaalf slagen hetzelfde re- 
sultaat als in a en b gevonden werd. 


hij Precision:=Approximate 

=2 PrecisionDigits:=16 

=3 ITERATES(x+(SIN(x)-0.1*x),x,pi,13) ;Approx (#3) 
#4 [3.141592653589793,2.827433388230813, 


2.852341894450080,2.852341894450092,2.852341894450091) 


De grafiek van de functie f(x) = 1/cos x — Xx vertoont in de buurt van de ge- 
zochte nulpunten verticale asymptoten, hierdoor is het bijna niet mogelijk 
de methode van Newton-Raphson te gebruiken (zie figuur 3.7). Wil men met 
deze functie f toch slagen, dan moet een bijzonder nauwkeurige begin- 
schatting worden opgegeven. Zelfs de halveringsmethode vertoont bij de — 
bij grote waarden van x gelegen — nulpunten kuren bij het bepalen van de 
waarden van 1/cos x. 


Figuur 3.7 De grafiek van y= —X 
COSX 


De problemen verdwijnen als we de volgende equivalente vergelijking 
beschouwen: f(x) =O met f‚= cos x — 1/x (zie figuur 3.8). Deze vergelijking 
levert precies dezelfde nulpunten. Hierna geven we de Derive-commando's 
waarmee de nulpunten in de buurt van x-waarden: Za tn: (metn=0, 1, 
2, 3, …) bepaald worden via de methode van Newton-Raphson. 
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Figuur 3.8 De grafiek van y= cosx—1/x 


Fl F(y‚n):=COS(y+n*pi)-1/(y+n*pi) 

#2 Gly,n):=y-F(y‚n)/DIF(F(y‚n) ,y) ;Simp (#2) 

#3 _((y+piën)°24COS (y+tpitn) +y*(y+pitn) “2*SIN(y+pitn) -2*y-pi*n)/ 

((y+pitn) “22SIN (y+pitn) -1) 
#4 Precision:=Approximate 
#5 VECTOR(ITERATES(((y+piëfn)°2:COS(y+pit*n)+ (N.B.:dit is #3) 
yr (y+tpitn) °2*SIN(y+piën) -2*y-pi*n) / 
((y+pitn) “2sSIN(y+pitn)-1),y,3*pi/2+1*10° (-15),3), 
n‚0,1,1) 
Approx (#5) 

16 [[4,71238938053097,4.91545165074576,4.91718610863757, 

4.9171860863757], (4.71238938053097,4.58296751536435, 
4,58256172839506,4.58256210423770)] 

#7 PrecisionDigits:=15 

#8 a:=VECTOR(ITERATE( ( (y+pin) “2*cos (y+piën) + 

y*(y+pitn) °“2*SIN (y+pi*n) -2*y-pitn) / 
((y+piën) “2#SIN(y+pitn) -1) ,y,3*pi/2+1*10° (-15),25), 
n,‚0,20,1) 

#9 b:=VECTOR(n*pi,n,0,20,1) ;User=Simp (User) 

#10 a+tb=[ 4.91718592528713, 7,72415319239641,11.0859017287717, 
14.0660135689383, 17.3364734871019, 20.3712437074438, 
23.6043227065405, 26.6660278619112, 29.8786052250774, 
32.9563750616134, 36.1559769880742, 39.2444240846476, 
42.4350684201497, 45.5311287148944, 48.7152150401823, 
51.8169788924771, 54.9960555621608, 58.1022522048044, 
61.2773767058956, 64.3871177170663, 67.5590444598740] 


b Geen uitwerking. 
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Praktijksituatie 


Opdracht 1 In figuur 4.1 is de grafiek getekend van v= 40 + 1Ot op het interval [O, 5]. 
s= oppervlakte rechthoek + oppervlakte driehoek 
=5:40+5:10-52=325 m. 
Of op een andere manier: s= oppervlakte trapezium = halve product van de 
basis en de som van de opstaande zijden 3 - 5 - (40 + 90) = 325 m. 


Figuur 4.1 De grafiek van v(t) = 40 + 10t 


90 
vlt) 50 
70 


osS8s88 


) 
=s 
Nn 
va 
Rand 

> 


Opdrachten 


Vraagstukken 


2 


4.1 


4.2 


4.1.1 De bepaalde integraal 


5 d ba 
De lengte van een deelinterval is gelijk aan ——. 
n 


De afgelegde weg s(t) van het voorwerp onderworpen aan een eenparig ver- 
snelde beweging met beginsnelheid v‚ en versnelling g, wordt gegeven door 
de formule: 

s(t=Vvot+ Agt? =40t + 102. 

Van t= 0 tot f= $ legt het voorwerp een weg af die gelijk is aan: 

s(5) —s(O)=(40- 5 +552) —0=325 m 

Met behulp van een bepaalde integraal kunnen we dit resultaat schrijven als: 


Ss s 


s(t)= | v(t) dt = [ (wor dt=[vot + bet ]) =[4Ot + 502 }S 
Oo a 


=(40-5+5-5*)—0=325 m 


Bij dit vraagstuk zijn de te integreren functies door een rechte lijn weer te 
geven in het platte vlak. Het oppervlak onder de grafiek is dan een rechthoek 
of een trapezium. Om de oppervlakte van een trapezium te bepalen, kan je 
het beste gebruikmaken van de ‘trapeziumformule’: de oppervlakte is gelijk 
aan het halve product van de basis en de som van de opstaande zijden. 


2 


7 -)dx=h:2-(9 +11) = 20 


(5+2x) dx=5-2-(13 + 17) = 30 


4 
[sarm2-s- 10 
0 

4 


7 


[ox +10) dx=}-2- (12,5 + 13,5) = 26 


5 


Bij dit vraagstuk maken we gebruik van de hoofdstelling van de integraal- 
rekening. In dit geval is F(x) bekend, we substitueren hierin de grenzen a en 
ben we nemen het verschil F(b) — F(a). 


—2 
[ (7 —x) dx = F(—2) —F(-4) =[7-(-2) (2) [7 (4) — (42) 
= —16 — (—36) = 20 


—4 


[ sax=r@—FO={S-2J-[5-0J=10 
o 
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6 


c | G+2mar= RO) Fay ={S +646) [5- 44 42-30 
4 


7 


d [axe 10 arr FS F+10-7]-[S+10-5]-26 


5 


4.1.2 De onbepaalde integraal 


Opdrachten 4 Toepassen van de standaardafgeleide van arcsin (x) en de kettingregel op 
X 
arcsin E) geeft: 


a 


d ef 4 l | | l 
— | arcsin [— | +C | = : — == = 
dx a x2 a x2 Ja®—x? 
1 — aes a 1 — ES 
af a? 


5 a In figuur 4.2 is de grafiek van een cirkel getekend met middelpunt in de 
oorsprong en straal 4. 


b Toepassen van de standaardintegraal 14 en de hoofdstelling van de integraal- 
rekening geeft: 


Figuur 4.2 


4 


oz | Je Farmals-4 16-42 +}. 42. arcsin ($)) 


-4 
—2(5-—4)- V16—(—4)? +} 42. arcsin (—4)) 
= 16 arcsin (1) — 16 arcsin (—1) = 16 + Jm — 16(—5m) = 16m =m- 42 
dF d (5 


vi kk 43 —=— | —3x2+3Xx |= 5X2—6Xx+3; de bewering is juist. 
raagstukken ar GNS x) ring IS jul 


dE d 1 —1 
44 —=— + 100 | =—_——_—; de bewering is onjuist. 
dx dx (rn ) 2(1 + x)° 


dF d 8 : fd B 
4.5 TE (xsin x+C)=sin x+Xxcosx; de bewering is onjuist. 
x dx 
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4.6 Ent (xe te ee tret pert=xe ts; de bewering is juist. 
X Ux 


x 


7 
47 a | 7* dx =i + C (standaardintegraal 10) 


n7 
# 8 
b [ (x7 + 18 sin x) dx = E — 18 cos x+C (standaardintegraal 2 en 4) 


C if (5x! — 800) dx = 5 In x— 800x + C (standaardintegraal 3 en 1) 


S 100 Xx dae 1x 100 — x? + 50 arcsin (hx) + C (standaardintegraal 14) 


a 


e f(100—x2) “dx =arcsin (hx) + C (standaardintegraal 11) 


f_f 20 tan xdx= —20 In |cos xl + C (standaardintegraal 6) 
g JG sinx+4cosx) dx = —3 COS X +4 sin Xx + C (standaardintegraal 4 en 5) 
: ; 
h [ ( =+ 3 Sin «) dx = arcsin (2x) — 5 COS X + C 
Md ke (standaardintegraal 11 en 4) 
1 P l Leer L ; 
i nd dx =—arcsin 3x + C (standaardintegraal 11) 
Jl 9x? \ Jl : 3 
3af=-Xf 
9 
7 8 S 
i I ( inbus: ) dx= 5 arctan ($x) —8 tan X + C 
9 +AxF COSÌ X (standaardintegraal 13 en 7) 


k ÍÌ (1 — sin x) dx = X + cos x+ C (standaardintegralen 1 en 4) 
3 4 7 ” 
! [ (1 + xi) dx=X+ 7 xi + C (standaardintegralen 1 en 2) 


1 | bn ee 2 
m [+ Jx)ax= [ersargeergdr ooge efere 


(standaardintegraal 2) 


1 
n [ edi 57) e-**+C (standaardintegraal 9) 


E 1 
o [ (2x +Xx° +1) dx= Xx? + 7 x*+X+C (standaardintegraal 2) 


4.1.3 Het berekenen van bepaalde integralen 


Opdrachten 6 F(a) geeft de oppervlakte van de grafiek van de functie tot x= «. Het verschil 
van deze waarde met zichzelf is natuurlijk gelijk aan nul. 


4.1 De bepaalde en onbepaalde integraal 249 


b c 


7 [roo dx + [roo dx =[F(b) — F(a)] + [F(o) — F(b)] 
a b 


= F(c)— F(a) = [roo dx 
Gebruikmakend van de oppervlakte onder de grafiek van de functie f van 
x=a tot x=b en van x=b tot x=c, is gelijk aan de oppervlakte onder de grafiek 
van f van x=a tot x=c. 


4 


8 a | oar=peit=et re 


1 
d sin X dx =[—cos dn [-cos (5m)] — [—cos 0] =0 —(—1) = 1 


0 


e [ee —5) dx =[2e* — 5x], = [2e? — 10} —[2]= 2e? — 12 
0 


7 


al 


1 
f ik dl peep ll mr 
== dX = [arcsin x]? = arcsin — — arcsin O = — — 0 = 
/l-x? q 2 6 
0 
Vraagstukken 4.8 _ In figuur 4.3 is de grafiek getekend van de parabool f(x) = —x? + 8x — 12. 


Figuur 4.3 
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We bepalen eerst de snijpunten met de X-as: 
Xx? +8x-— 12= (Xx —8Xx+ 12) = —-(X-6) (X-—2)=0. Voorx=2enx=6 
heeft de grafiek snijpunten met de X-as. De afgesneden oppervlakte is dan: 


6 


| X2 + 8Xx— 12) dr = [hat AX? — 12x]8 =[O] [2] = } 


1 
> is getekend in figuur 4.4. 
TZ 


RE 


4.9 De grafiek van f(x) = i 


hm 
eN 
arl 
= 
Le 

a. 

> 

ij 


[5 arctan [5x]]? > = $(arctan (1) — arctan (— 1) =arctan (1) 
La = 0,785 398 I 


Figuur 4.4 Figuur 4.5 
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4.10 _ In figuur 4.5 zijn de grafieken getekend van f(x) = sin x en g(x) = cos X (dik). 
We bepalen de snijpunten van f en g tussen x= Oen x= 27: 
sin x=cCOS > tanx=1 > x=im en X=Î"7 
Vervolgens bepalen we de ingesloten oppervlakte: 


A) 
bud 


4 


O= [ (sin x — cos x) dx = [—cos X — sin x= 


ln ein 


1 

ie 
[—cos (—m) — sin (—-3m)] —[—cos (lm) — sin (Xm)] = 
B2+5/D- [42-32-22 


4.11 _ Zie voor de grafiek van f(x) =2 — Jx figuur 4.6. 


3 
2 


4 
De oppervlakte is: [ (2- Ji) ax=[2x — Zx Tt =[8— K]-[2-3]=à 
1 


4.1 De bepaalde en onbepaalde integraal 251 


Figuur 4.6 


4.12 


4,13 


Figuur 4.7 


5 


In figuur 4.7 zijn de grafieken getekend van f(x) = —x* — Sx en (dik) 

g(x) =2Xx2 —6. 

We bepalen eerst de snijpunten van f en g: 

XT -SX=2X2-6 5 XT 22 SXx+H6=0 

Om een snijpunt met de X-as te vinden, proberen we enkele x-waarden. 
Zo geeft x= 1 een waarde nul, dus voor x= 1 is er een snijpunt. Delen door 
(x= 1) geeft: 


XS 2X2-SXH6 
=XS-X-6 


Xxl 


We vinden zo: x* — 2x? — 5x +6 =(X— 1) (X + 2) (X — 3) =0. Voor x= -2, 
x= 1lenx=3 hebben f en g snijpunten. 
Tussen x=-2en x= lis f > 8, we vinden als oppervlakte: 


1 1 1 


| (f-) dx= [ («3 — 5x) — (2x2 — 6)) dx = | KS —2x2— SX+6) dx 


-2 =_2 


3 3 3 


[e- f)dx= [ee —6) —(x*—5x)) dx = [ (-X* +2Xx2 + 5X-—6) dx 
1 1 


1 
=[-kx*+AxS + 3x2— 6x] = WE 
De totaal ingesloten oppervlakte is dus gelijk aan: 63 + 1e = 25} = 21,083 3 


4 


De afgelegde weg is: [ (2t+1) dt=[t?+t]f =20—2=18 
1 
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4.1.4 Oneigenlijke integralen 
Vraagstuk 4.14 a We volgen de werkwijze van de voorbeelden 4.5-1 en 2, omdat voor x =0 de 


2 


l 
functie niet is gedefinieerd. De grafiek van f(x)=— is getekend in figuur 4.8. 
oe 


Figuur 4.8 


1 l 1! 
IE dx = lim [ = dx = lim - dl =lim ((-}) —(-)] 
sd al0 A da a lO XIa «t0 


0 a 
=lim (}— I)= ‘co’ 
a lO 


De integraal divergeert. 


b We volgen in de vraagstukken 4.14b, c, d en e de werkwijze van voorbeelden 
4.5-3 en 4. Zie figuur 4.8. 
Ted 
3 1 . Lj \ \ 
_zdt= lim |-jdeelim (eol S lim [(-5) (1) 


A B> > X B> » 1 Boe 
1 1 


1 
= lim (: — 5) =1l 
B> B 
De integraal convergeert. 


c De grafiek van f(x) =e*is getekend in figuur 4.9. 


Oo 0 
[ e‘dx= lim e‘*dx= lim ted = lim (e°—ePf]=1. 
Bo B> -e B Ba -—e 


De integraal convergeert. 
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Figuur 4,9 


1 
d Degrafiek van f(x) = — TE is getekend in figuur 4.10. 
VX 


Figuur 4.10 


ee [(-2/p) - (-2)]- — » 


De integraal divergeert. 


e De grafiek van f(x)= is getekend in figuur 4.11. 


1l+x?2 
> B 
1 3 8 B 
—_—5dx= lim dx= lim [arctan x] 
1+x2 B> eo 1l+x?2 B> eo -B 
— ee —-B 


= lim [arctan B— arctan (—-8)]= tm —(—Jm)= 
B> 


De integraal convergeert. 
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Vraagstukken 


4.15 


Figuur 4.11 


me 


1 en 
Vos - /À 


4.1.5 Het gebruik van computeralgebra 
Met Derive: 


Geen uitwerking. 
Rechthoekjes in de linker-Riemann-som. 


#1 F(x):=SQRT(l-x"2) 
#2 PL(a,b,n):=APPEND(VECTOR([[a+(k-1)*(b-a)/n,0l, 
[a+ (k-1)*(b-a) /n,F(a+(k-1)*(b-a)/n)], 
[a+tk*(b-a) /n,F(a+(k-1)*(b-a)/n)], 
[atk*(b-a)/n,0l), 
k,1l,n)) 
#3 PL(-1,1,4) ‚Simp (#3) 
#4 _[-1,0],[-1,01,[-1/2,0], [-1/2,0], [-1/2,0], [-1/2,SRQT(3) /2), 
[O,SQRT(3)/2], [0,0], [0,0], [O,11,(1/2,1), [1/2,0), [1/2,01, 
[1/2,SQRT(3) /2], [1,SQRT(3)/2], (1,01) ;Plot, Plot 


Evenzo PL(-1,1,8) en PL(-1,1,100). 


Evenzo de rechthoekjes van de rechter-Riemann-som, alleen is nu de plot- 
routine: 
PR(a,b,n) : =APPEND (VECTOR ( 
[[a+ (k-1)*(b-a)/n,0l, 
[a+ (k-1)*(b-a)/n,F(a+tk*(b-a)/n)], 
[a+k*(b-a) /n,F(atk*(b-a)/n)], 
[a+k*(b-a)/n,0ll,k,1l,n)) 


+9 L(a,b,n) :=(b-a) /n*(SUM(F(a+(k-1)*(b-a)/n),k,1l,n) 
Author en Simplify: R(-1,1,4)= 

#10 L(-1,1,4)=SQRT(3)/2+1/2 Approx (#10) 

#lIl L(-1,1,4)=1.366025 


EvenzoL(-1,1,8) en L(-1,1,100). 


Evenzo de berekening van de rechter-Riemann-som, alleen is nu de reken- 
routine: 
R(a,b,n) := 

(b-a) /n*SUM(F (a +k*(b-a)/n),k,1l,n) 
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De rechter-Riemann-sommen geven hetzelfde resultaat als de linker-Riemann- 
sommen. Dit is een gevolg van de symmetrie van de functie om de y-as. 


d #16 INT(F(x),x,-1,1) ;Simp (#16) 
#17 pi/2 ;Approx (#17) 
df 18 1.570796 (=355:226) 


Opmerking: 

Als we in het begin van de interactie met Derive via Options en Precision 
de rekenmethode op Approximate zetten, dan krijgen we meteen benade- 
rende decimale antwoorden in plaats van de exacte wortelvormen en breuken. 


4.16 Met Maple: 


a > fr=X->X°3-Xx 2-x+2: 
> plot(f(x),x=-1..2); (geen figuur afgebeeld) 


b > with(student): 
> leftbox(f(x),x=-1..2,10); 


Evenzo rightbox £(x),x=-1..2,10); 


—1 —0,5 0 0,5 1 1,5 2 


Cc > seq([k,10°k,evalf(leftsum(f(x),x=-1..2,10°k)), 
evalf(rightsum(f(x),x=-1..2,10°k))l,k=1..5) ; 
[1, 10, 4.822500000, 5.7225000001 
[2, 100, 5.205225000, 5.295225000] 
[3, 1000, 5.245502250, 5.254502250] 
[4, 10000, 5.249550024, 5.250450024] 
[5, 100000, 5.249955000, 5.250045000] 


256 4 Integraalrekening 


d > int(f(x),x=-1..2); 


21/4 
4.17 a Geen uitwerking. 
b Geen uitwerking. 
c Met Mathematica: 
In(l]:= Riemann[f ‚a ‚b ‚n l:=(b-a).n*Sum(fla+(i-1)*(b-a)/n], 
(1, 1,n}1//N 
In[2l:= flx ]:=Sqrt[x+2l;glx ]:=-x°2/24-1/2 
In[3]:= Tablel{2°k,Riemann[f,‚1,2,2°kl,Riemann[g,1,2,2°k]}, (k,1,10}1 


Out[3l= {{ 2, 1.80144, -0.567708}, { 4, 1.83554, -0.582031}, 


{ 8, 1.85243, -0.589518}, ( 16, 1.86085, -0.593343}, 
{ 32, 1.86504, -0.595276}, { 64, 1.86714, -0.596247}, 
(128, 1.86818, -0.596734}, { 256, 1.86871, -0.596978}, 
(512, 1.86897, -0.5971 }, {1024, 1.8691 , -0.597161}, 


d In(4l:= Integratielf[x],{x,1,2}1//N 
Out[4]:= 1.86923 
In[5l:= Integratelg{x],{x,1,2}1//N 
Out[5]:= -0.597222 


e De Riemann-sommen voor g blijken sneller naar de exacte waarde van de 
integraal te gaan dan die van f. Immers als we de benaderingen vergelijken 
met de exacte waarden: 

In[6]:= Table{{2°k, 1.86923 - Riemann[£‚1,2,2°k], 
-0.597222 - Riemann[g,1,2,2°kl}, (k,1,10}1 


Out[6]= {{ 2, 0.0677902, -0.0295137}, { 4, 0.033693, -0.0151908}, 
{ 8, 0.0167955, -0.0077038}, { 16, 0.008384, -0.0038789}, 
{ 32, 0.0041881, -0.0019461}, { 64, 0.002092, -0.0009746}, 
{128, 0.0010452, -0.0004876}, { 256, 0.000522, -0.0002438}, 
{512, 0.002600, -0.0001218}, (1024, 0.000129, -0.0000608}} | 


De functie f heeft een grotere absolute waarde van de eerste afgeleide op het 
beschouwde interval dan g. De verhouding is grofweg 2 à 3 op 1. De fouten 
die we bij de rechthoekenmethode (Riemann-som) maken zijn driehoeken. 
Bij f zijn deze drie à twee keer zo hoog als bij g, en bijgevolg ook de opper- 
vlakten. Deze verhoudingen vinden we terug in de in voorgaande tabel afge- 
drukte fouten. 


4.18 Met Derive: 
Geen uitwerking. 


b Stelin via Options en Precision: Approximate. 


+1 F(x) := 

#2 R(a,b,n) :=(b-a) /n*SUM(F(a+(k-1)*(b-a/n),k,1l,n) 

+3 F(x):=1/(1+x°2) ;Plot, Plot 
dE4 G(x) :=x"2 ;Plot, Plot 
#5 SOLVE (F (x) =G(x) ‚x) ;Simp (#5) 


46 [x=0. 7861511 

Uit de getekende grafieken leren we dat er nog een snijpunt ligt bij 
X=-0,786151. In het volgende gebruiken we dus: a =—0,786151 en 
b=0,786151. 
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c Weleren hier niet meer dan we al wisten. 


d We herdefiniëren nu in Derive f als de verschilfunctie van f en g uit de 
tekst, dit omdat de rekenroutine uitgaat van een functie met naam f. 
7 F(x):=1/(l+x°2)-x°2 
+8 R(-0.786151, 0.786151, 11) ;Simp (#8) 
#9 1.00116 
#10 VECTOR(R(-0.786151, 0.786151,10°k+1),k,1,3) ;Simp(#10) 
411 [1.00116, 1.00847, 1.00856] 
Dit zijn dus de uitkomsten voor n= 11, 101 en 1001 rechthoeken. 


e #12 INT(1/(l+x°2)-x°2,x,-0.786151) ;Simp(#12) 
#13 1.00856 
Feitelijk kan het nog ‘exacter’ waar immers om gevraagd wordt. Stel in via 
Options, en Precision: Exact. 
41 _ SOLVE(1/(x°2+1)-x°2=0,x) ;Simp (#1) 
a 2 [x=SQRT(SQRT(5) /2-1/2), 
X=-SQRT (SORT (5) /2-1/2), 
x=HixSQRT(SQRT(5)/2+1/2) , 
x=-HitSQRT(SQRT (5) /2+1/2) ] 
#3 _ INT(1/x°2+1)-x°2,x,-SQRT(SQRT(5)/2-1/2),SQRT(SQRT(5) /2-1/2)) 
;Simp (#3) 
#4 _ 2#ASIN(SQRT(5)/2-1/2)-SQRT(4*SQRT (5) /9-8/9) Approx (#4) 
#5 1.00856 


4.19 a Geen uitwerking. 


b Zie de volgende grafiek. 


0,7 00,5 =0;25 180 0,25 0,5 0,75 1 Xx 


4 


—8 


—12 


Transfer print screen: Printer File Options 


Enter option Derive XM 
Cross x:1 y:1 Scale x:0,25 y:4 2D-plot 
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c Met Derive: 
> F(x):=1/x°0.5 
> VECTOR(R(0,2,2°k),k,1,10) 


Dit geeft als resultaat: 
k=l; 2.41421 


k=10: 3.90970 


d Calculus Integrate als resultaat van de berekening van de oneigenlijke 
4 


l 
bepaalde integraal [ oe dx geeft de waarde 3,99384. 
VX 
0 


4.20 Met Maple bepaalden wij een rij van zeventien deelintegralen die we vervol- 
gens sommeerden. 


> f:=Xx->exp(x)/sqrt(x): 
> plot(f(x),x=0..1); (geen afbeelding weergegeven.) 
> rij:=seq(evalf(int(f(x),x=10"(-k-1)..10°(-k))),k=0..16); 


rij:=2.271118297, .4535165233, „1374020301, „04326597469, 
„01367609029, .004324575736, „001367545113, 0004324555524, 
„0001367544475, .00004324555322, .00001367544468, 

-5 =5 -6 
„4324555320 10 „ .1367544468 10 ‚ .4324555320 10 , 

-6 =7 =7 
„1367544469 10 ‚ .4324555320 10 ‚ .1367544468 10 , 


> integraalbenadering=sum(rijljl,j=1..16); 
integraalbenadering = 2.925303472 | 
> evalf(int(f£(x),x=0..1)); 
2.925303492 


4.21 Uit t= Jx volgt: x= t? en dx = 2tdt. Substitutie in de integraal van vraagstuk 
4.20 levert de hier beschouwde integraal. (Let ook op de grenzen.) Met Derive | 
vinden we aanvankelijk het antwoord in termen van de zogeheten error- ! 


functie: 

#1 2#*EXP(t“2) sInt(4#1,t,0,1) | 
#2 INT(2#*EXP(t“2),t,0,1) ‚Simp (#2) 

#3 _-SQRT (pi) *HikERF (Hi) ;Approx (#3) 


4 2.92530 
De definitie van deze belangrijke functie is niet in alle pakketten dezelfde: 


Maple levert: —ierf (1) Jr en Mathematica: JrErti [1]. De numerieke waarde 
komt goed overeen met wat wij vonden in vraagstuk 4.20. 
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4.22 a Met Derive: 

> v(t):=10#t 

Calculus Integrate met ondergrens O en bovengrens 2 geeft als resultaat 20. 
b Neem: 

> v(u):=10*u 

Calculus Integrate met ondergrens O en bovengrens t geeft als resultaat St? 
C > SOLVE(5*t“2=125,t) 

Dit geeft als oplossing t= 5. 
d Neem: 

> v(t):=(10°2+(10#t) °2) “0.5 


Calculus Integrate met ondergrens O en bovengrens S geeft als resultaat 
139,037. 


Toets leereenheid 4.1 


1 De bewering is niet juist. 
(-5X+2) dx =[— AA? + 2x], =3-0=3#4 


0 


2 De bewering is niet juist. 


3 


15 
[1 -x? dx=[Bx 1 —x2 + Harcsin x5 


An 


=(}-}/2- vpn Jarcsin ENDE int km 


Dit resultaat is na enig puzzelen ook te bereiken door de oppervlakte te 
bepalen door binnen een cirkel met straal 1 een vierkant te tekenen. 


3 De bewering is niet juist. 
2 


[ar-axr5 dx=[Jx* — 3x? + Sa (6 +10) —-0= 4 #12 
le) 


4 De bewering is juist. 
6 


[taranta + Sa (72-54 +30) 0-45 
0 


5 De bewering is juist. 
2m 


[ sin x dx =[—cos ifs = (—cOS (27) — (—cos 0) =(—1) —(-1) =0 
Oo 

2 

[ cos x dx =[sin zl = (sin (2m) — (sin 0) =0 — 0 =0 

kel 
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7 


Dat beide integralen gelijk zijn aan nul, is ook gemakkelijk in de grafiek van 
de functie te zien. 


De bewering is niet juist, want: 


27 
AA SIN COS Xe dl MES 
sin? xdx=| tl =n 
2 2 
En ct 0 
Oo 
2m 


hj sinxcosx 1 127 
COS“ Xdi HX == 
2 2 


0 


De bewering is niet juist, de integraal divergeert. 


1 
kel ho Zalk 
rr dX= lim sdx=lim | -—— 

xe «to BX 


x2/x a l0 
o 
2 2 
= lim IE ie (5e) = foo 
a LO 5 3a? 


De bewering is juist, de integraal convergeert. 


esi l ; 28 
| EE dx= lim zdx= lim Ene 
4 a Jx enh 2E Bies 3251 


X2— J llen 
b [are f(1-ir ereen g+C 
Xx Xx 


l 
[Gean a) dx=ln |x| +4x*sin a+ C 
X 


C 

d [ e 8 Ì arcsin X—b- cot x+C 
et |dx=a-arcsinx-b- 
/1-x? sin?x 


1 
e [G zt cos x) dam arctan #4 sin + C 
En 
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” fz zefls Delden Wan 
*dx= reed end: 
à In2|, In2 In2 In2 


1 


4 ; 
b fs + 2x)? dx = [ee + 20x + 25) dx = 5 X3 + 1Ox2 + 25 


e 


t 4 
+ 


> 


256 32 288 4 
„(55 # 160 +100) == #40 so) 7 + 270 = 366 


of 


[5 vaorar Ls 2x)? fi (5 Ee ME 
IN r=lz6+20| = el 5) 5366 


2 


zr 
Ln 
Bente 2 cos Xx + sin x}5 =l-(-2)=3 


Ee 5 dx = 2[arctan xl =2}m —0)= 

0 

Beschouw figuur 3.1la van leereenheid 3.1. Trek in G de raaklijn aan de cirkel; 
dit is in het volgende de X-as. De rechte lijn door G en M is de Y-as. Laat van- 
uit Q een loodlijn neer op de X-as. 

De boog PQ heeft vergelijking y, = /r? —x?. 

De boog GQ heeft vergelijking y‚=R— /R? —x?. 

De waarde x= x, (bij het voetpunt van de loodlijn uit Q op de X-as) wordt 
bepaald door: y(x) = y,(x,), ofwel: 


Het oppervlak GPQ, dat gelijk moet zijn aan JmR?, wordt gegeven door de 
integraal: 


I= | onormar AE Re JEE dr LERS [2] 
x=0 


We gaan nu als volgt te werk om die waarde van r te bepalen waarbij 

I= }nR?. Kies een waarde voor ren los x, op uit [1]. Bepaal dan 1 via [2] en 
vergelijk het antwoord met de waarde van $mR?. Verhoog of verlaag de 
waarde van r en bepaal opnieuw x,, enzovoort. 
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Zonder beperking van de algemeenheid kunnen we in het voorgaande R = 1 
nemen. Wij vonden met behulp van Maple: 


r:=1.157: grens:=solve(sgqrt(r°2-x1°2)-1l+sgqrt(l-x1°2)=0,x1) ; 
verschil:=evalf (int (sqrt(r°2-x°2)-1l+sqrt(l-x°2),x=0..abs(grens[2]))-Pi/4); 
grens := —-.9437445172, -.9437445172 
verschil:= —-.0019080297 


Een verdere verfijning van r: r:=1.158; r:=1.159; r:=1.1585; 
r:=1.1586; r:=1.1587; r:=1.1588; r.=1.15875 geeft na acht bereke- 
ningen als beste waarde: r= 1,15875R. (Ter vergelijking: in vraagstuk 3.50 
van leereenheid 3.4 vonden we a =0,952847, hieruit volgt: 

r= 2cos(0,952847) = 1,158729883) 
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Rekenregels voor het primitiveren 264 

De substitutiemethode 264 
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Toetsleereenheid 4.2 280 


4.23 


4.2.1 Rekenregels voor het primitiveren 


In de paragrafen 4.1.2 en 4.1.3 zijn we de rekenregels die nodig zijn bij dit 
vraagstuk al tegengekomen. Bekijk zonodig nog eens deze paragrafen. 


S 2323) dx 323 A24 HC 


lend 


Sn 
== d ) 
[G+5) v 3 In [vl +24 fv +C 


v 


X—2 1 1 1 il 
| WE) dx = [lee fperetesprC 


Í Gx—2cosx)dr=322— 2 sin x+C 


la) 


a 


[(Qx+1—4sinx)dx=X24X+4 COS x+C 


® 


hk 


1 Ì in (1 1 1 
Jr ser dt= arcsin (5t) + 3 arctan (5E) + C 


Opdrachten 


4.25 


1 


a 


en 


a 


® 


f 


5 
(Sx — COS x) dx = 5 x2-sin X + C 


Í l 
| Pte) dx = rt xe C 


6 5 
[6-s-+5-ovar=ins- Sting +0 
In 5 In 6 


Í (sin x+cos x— tan x) dx= — cos X + sin X + In [cos xl + C 


3 5) 
[ ( St >) dx = 3 arctan X + 3 arcsin X + C 7 | 
1+x2 J1-x2 


5 5 
[Eag)eesm [x+2| +5 In [x-2|+C 


4.2.2 De substitutiemethode | 
Het ‘achter de d’ brengen van een functie speelt een belangrijke rol in deze 
leereenheid. Ga daarom goed na hoe de functies in deze opdracht achter het 

d-teken terechtkomen. 

cos x dx =d sin x 

x2 dx=d(4x5) 

Jx dx=d(2x?) 

1 

—dx=d(In |x|) 

x 


e*dx=de* 
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2x 
f zax=al ) 
In 2 


2 Opdrachten 2 en 3 laten zien dat een integraal soms op verschillende 
manieren opgelost kan worden. 
Haal x* binnen de ‘d’: x* dx = {dat = Jd(1 +x*) = du 


x% ] 
dx = jie EInlul+C=jin|l+x*|+C 
1 4x u 


3 Uit u = Jax+1 volgt u? = 2x + 1. Dan is Zu du = 2dx of u du = dx. 
Sf V2xalda= fu-udue fu2du= tut Ce HX + °C 


4 Uit u = cos x volgt du = —sin xXdx of —du = sin x dx. 


sin X l l f 
tan x dx = dx= | ——:(-deosx)= — | —du= —In |eos xl + C 
COS X COS Xx u 


4.26 a Ergeldt: 1. dx = —d(3 — x), dus: 


9 1 
[ (3x) dx = — [ (3 — x)° d(3 -x)= — [ u’ du = B De LG: 


1 
== (3-04 C 
10 | Xx) 


l 
b Ergeldt: 1 - dx = 3 d(3x + 2), dus: 


l l We Sl 
[axor arj [+2 d(3x + p= | kerel +C 


l 
=— (3X + 2) + C 


15 
1 Eek 
c [erna [e+naarn- [ranmgurrompler0teC 
d fezar=j |evtagr- omg |mannjersceje EC 
ûn3 3 43 i3 i 
e Er geldt: cos x dx = d(2 + sin x), dus: 


On 
f cosx Zesmrare | /2 + sin x d(2 + sin x) = | Arau-Zwoire 
2 NS 
Bo eG 
p DI en en 1 
f x2sin x3 dx== |sinx? dx3=— | sin udu= —— cos u + C 

3 3 3 

= Beos 

3 
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g 


h 


4.27 a 


a. 


@ 


Er geldt: e* dx = de* en e&* = (e*)2, dus: 


e l 1 
[ 5 dx = [ : KU | 5 du = arctan u + C = arctan e‘* + C 
Lite L4(e7)S Lut 


Er geldt: e“ dx = d(2 + e*), dus: 


e” 1 
[ ede [ pen dare= [rar=2 Ju+c=2f2re+C 
Jep J2+e Ju 


, 4 5 5 l 
[sin X COS? X dx = — [ COS* Xx d COS x= — [ u“ du= 73 usC 
l À g 
— Te COS* X + C 


Voor de hand ligt om u = 2x + 1 te kiezen. Dan is du = d(2x + 1) = 2dx of 
dx= Sdu. 


S(ax+1)'odx=t fu du= bult C= (241 +C 


In a hebben we een geschikte functie voor u gekozen en daarmee vervolgens 
du bepaald. We kunnen ook eerst een functie van x achter de ‘d’ brengen, en 
kijken of we daarmee een geschikte vorm voor u hebben gevonden. 

We brengen x + 2 achter de ‘d’: (X + 2) dx = d($x? + 2x). Dit levert niet veel 
op. Maar ook is mogelijk: (x + 2) dx = }d(2x? + x — 12). Dit levert een 
geschikte u op. 


X+2 1 1 
[ 2 dns arn | 5 bd(X2+4x- 12) = jer 
XS +4x— 12 xP44x-12 7 u 


=}In|x?+4x-12| + C 


We volgen de methode van a en kiezen u= —x?, dan is du= —2Xx dx. 
Saxe“ dx= fe" -(-Fdu)=Afe"du= he" +C= hert +C 


Volgens de methode van b brengen we x achter de ‘d’: 
xdx=—5d(—x?). We nemen u = —x?. 


Saxe“ dx= fe (—hd(-x2)=—} fe" du= he" +C= de +C 
[tet dt=fet"-hatt=} fetdu=te"+C=tet +C 


[sin x-cos°xdx=f cos x-(-dcosx)=— fut du= u’ +C= 
—j COS’ X+C 


f x-sin (x?) dx= f sin (x2)- Zd(x2) =} f sinudu= —Feosu+C= 
—j COS (x2) + C 


[ us al 
u= 
1—us 


=-—}lIn |l —uSl+C 


7 get [S--tinplee 
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1 
h [sin axe [am (Ji aat Jep =2 | sin wau= 2 eos u+C 
X 


= -2 cos (Jx) +C 


i [earn f EZ opes f raumt Sede 


=b(X2—2)?+C 


Nw 


1 j Ì 1 1 A 
j [e Cos x® arg | cos ze axt=3 [eos udu=-sinu+C=-sinx? +C 
3 3 8 3 


4.28 De opgaven in dit vraagstuk zijn moeilijker. Als je niet direct ziet hoe je een 
vraagstuk moet oplossen, dan moet je gewoon iets proberen! 


4 


, N 3 2u 2 an! 
a [err tarn fast dte Des f2rane +C=; +C 
: À 3 In 2 3 In 2 


Als je niet direct ziet hoe x? achter de ‘d’ de geschikte vorm voor u oplevert, 
dan kun je ook proberen of een vorm voor 1 een oplossing geeft. Veel keus 
hebben we niet. We kiezen: u = Xx$ + 1, dan is du = 3x? dx. 


4 2 gate 
[evana [ervan +C=: +C 
k 3 In 2 3 In 2 


b De uitwerking is: 


2x 2x 1) +2 [a 
dx= | dx 1) = 1 
| ZD Xx [ GE d(x ) zi du 


elen) (48) 


23u —2—(3x-—3) l—3x 


Cat 
3u? 3(x— 1) (x= 1)* 


+ 


c Nuis: 


X X+S-S5 us 5 
geze [eers [oef u) du 
Mers VX+S Ju 0 Ju 


= Zu? —10 u+C=3x+5)-10/X+5+C 
=Â(X— 10) VX+5+C 


d Voor de uitwerking vinden we: 
Svhv+2dv=f(W+2-2)fv+2dve f (u Ju 2/u) du 
=Bu* Hu Cet 2E Hv + 2E C 


=B(v+23v- 4) +C 


u 
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e Nuis: 
Sx2. At dx= fx? MS (-dl-D)=- f (1 — wu rr 
=- [A -2u+u® Jude fw 2u2 4u) du 
= (Gu? — tu + 2u) +C 


: 
=Uu (3 + EU — FU) 


= is (1 — 2) (15x2 + 12x—8) + C 


t: 
arctan | —= 
Ë (7) 
f 5 dt = Ldt*= +C 


+ t° (J2)2 + (12)? 3/2 


) =) 
AIGSAN IJ Sen 
ek 
É J7°—(10x 


g | TR « 5d(10x) == + C 
/49 — 100x2 10 


5: 


Deze integraal kan gemakkelijker worden berekend door in de noemer 100 


buiten het wortelteken te brengen: 10,/0,49 — x?. Je kunt dan direct 
standaardintegraal 11 gebruiken. 


î > 
5 4 arcsin | —= 
1 1 oi) > 
== = dx 7 = dx +C 
/49 — 100x? 10 /0,49 —x? 10 
j 10x 
arcsin | —- 
7 S 
+C 
10 


l 1 1 
h Ix= dx= | ne d(X- 3) 
ln BA se les 


—_3 
= $ arctan +C 


i [anne | gpeg Satan +0 


XE X+ (+4)? + 1 


i 1 
j [se | gp |2 — cos x| + C 
2 — COS X 2 — COS X 


429 s(t 2 at ZE En te 
° s(t) = vocos (F-t+e) = | vo COS TA p Dn re © 


2m 
=— sin |—:t +C 
ef te) 
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4.2.3 Partiële integratie 
Opdracht 5 f xer dx= f xder=xer— Ï e*dx=xet ett C 
Vergelijk: f fdg=fg-fgdf 


Vraagstukken 4.30 a Pas vuistregel 1 toe. Breng cos (2x) achter de ‘d’. 
Í xcos (2x) dx = fx d(} sin (24) = 5x sin (2x) — 5 sin (2x) dx 
= }Xsin (2x) +} cos (2x) + C 


b Pas vuistregel 2 toe. Breng x* achter de ‘d’. 


l 
Sx*-Inxdx=fInx- bdxt= det. Inr] Sx*-—dx= txt In x—ibrt +C 
X 


5 
c | 5 axe [vatonsextanx [ran zarex tan Xx + In [cos xl + C 
COS? x 


d fx?-sinxdx= fx? d(—cos x)= —x2- cos X + f 2x- cos x dx — 
—X2:COSX+ f 2xdsinx= Xx? COS X+2X- sin X— [sin x-2dx= 


"COS X + 2X: Sin X +2 COS A++ C=(2 Xx) COSX + 2X- sin X+C 


| 1 l 
e eN en 2'.dt 
In 2 In 2 In 2 


t l 
2 c 
ms lt 


l 
f [aanva [rare +) 


ETE aso [ra eordn 

al (1 + x)!! El x) 2 + C 
l elan 2 

EC 
11 132 


4.31 Deze vraagstukken zijn wat moeilijker. Kijk steeds of je één van de vuistregels 
kunt gebruiken! 


EN àl 
5 | varmrar= [mx daters ina-s [od Las 


6x. Jx- In x- 4x /x 
Bami 0 


ETE 


b We vinden: 


1 
[mma wan=wtuum fu-2rmupduu-intu-2 [in van 
u 


1 
tau 2(ainu [u-rae) 
u 


=in?u-u—2u-Inu+2u+C 
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c De uitwerking is: 


fx2-e-2rdx=f x2-(-I)de?r=-Jx2.e pl fer?.2xdx 


= _Ixt eZ fer2eridx 


xt e2er [x-(-J)der 


oe 2x 
=_bx2e 2 xe} IE e-*‘dx 


ESRA) 
4 


d De uitwerking is: 
Sx/x-ladx= fx: 3d 1 =Zrlx 1-3 f (rd 
= SAX — Di- 2 («Dd 


IOx(x — on xe 1)! 
B X(X — 1) — 4(X ic 
15 


(x-1)(10x—4(x-1) 
= +C 
15 


2x — 1)2(3X + 2) 
zt 
15 


C 


e De uitwerking is: 
[a+D2verdr= f(a+IJZder=(x+ Iver Ser: Ux+ Ide 
=(X+1)2-er 2 f (x+ Ide: 
=(X+1)2 er — UX + ber fer dx) 


=(X+1I2-er-2r-er Cel? +1) + C 


f [io (2 + 3x) dx= Xx: In (2 + 3X) — [ram e+a0 


2+3X 


dx 


=X:In (2+3X) — | 


=X:In (2 + 3X) — [le 


2 
=X:In A+3)-xtgin2 +32 C 


4.2.4 Reductieformules 


Opdracht 6 Je kunt de formules 8 en 9 gebruiken, maar handiger zijn natuurlijk de for- 
mules 1 en 2. 
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in X - COS X 


s 
Vraagstukken 4.32 a [sns xdx = {formule 6}— 2 +5 [ dx=}(X— sin X- COS X) + C 


COS X « sin X 7 É 
cos? xdx = {formule 5} Bes vet 5 | dx=l(X+Sinx-COS x) + C 


b fsin?xdx=f HI —cos (2x) dx = 3 f dx —}- f cos (2x) - d(2x) 
= JX} Sin (2X) + C = }(X— sin X- COS X) + C 
J cos? xdx= f HI +cos (2x) dx = 3 f dx +} f cos (2x) - Hd(2x) 


= BX +} Sin (2X) + C= }(X-#Sin X- COS Xx) + C 


4.33 Pas de reductieformules toe. 


a [ dx = [ -$d(3X+ 4) (formule 2} 
COS (3X + 4) COS (3X + 4) 


3x +4 
In [tan (( 7 |+) 


= + C 
3 


b fe? sin (7x) dx = {formule 4, a = 2, b=7} 


„… 2 sin (7x) — 7 cos (7x) 
XX % + C 
53 


c [sin xdx = {formule 6} 


sin® x - COS X A Rr 
ge jin xdx {formule 6} 


sin? X-COSX ( sinX-COSXx 1 [ ) 
nnn et Id 
4 2 2 


(E X 3 sin ) Sn 
= —COSX | ——— + + + C 
4 8 8 


d [ cos° x  sin® xdx = {formule 7} 


sin? x-cos* x 3 8 
GE +46 | sin X:cos* xd cos x 


sin? x- cos* x 4 ; 8 
zE +3 | sin X-cos’ xdx 


sin? x-cos*x , 5 
= Gek, cos* xd cosx 


sin?x-cos*x cos°x 
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L Ì sin Xx 1 
e [ dx = {formule 8} + | dx 
COS° x COS EK 


sin Xx 7 ( sin X l d 
= + +23 — dx 
SCOS°Xx > -3cos*x * cos°x 


sin X 4 sin x , 1 
5 En ERt is 2 
ScOs° x 15 cos*x COS* X 


sin Xx 4 sin x 


= Ear tis tan x+C 
DICOS® Xx 1SCOS*X 


l 
[s de [sn 3 xdx (formule 9) 
sin °x 


sin"? xCcCOSx —1 Al 
= + sin! xdx 
_92 B) 


COS X l l 
Ee — dx 
2sin*x 2J sìinx 


COS X 


Ì 8 
t= In +C 


2sin?x 2 


l 
tan — X 
2 


4.2.5 Integratie door middel van breuksplitsing 


\ B 
Vraagstukken 4.34 a — ei = Ln + => X=AÂ(X-—3) +B(X-4) 
XS -7X+12 X—-4 Xx-3 


Voorx=4: 4=A 5 A=4 
Voorx=3: 3=—-B > B=—3 


lain | des Jaro tin |A Sin |l +C 
x2—7x+12 x-4 Xx—-3 


1 A 


ad 
x2-1l x-l x+1 


— l=A(x+1)+B(x-1) 


Voorx=1: 1=2A > A=} 


Voorx=-—l: 1=-2B > B=—} 


1 1 
[ ] a | (A 2 | dr=4 a [ein heei +C 


re 1 xl xl 
zl 
=Jin| te 
+1 
DA 
es En > 2X-5=Alx+1)+Blx- 1) 


X2l xl xl 
Voorx=1l: -3=2A > A=—j 


4.2 De kunst van het primitiveren 273 


x-l X+l 


v-l A B 
=-ts > V-l=Avt B 
v2 Vr 


Voorv=l: O=A+B > B=-Â 
Voorv=2: 1=2A+B=2A-A > A=l,B=—1 


vl tl l 
[=- [ Ge) dv= In [vl +— +C 
ve v Vis Vv 


Xx-3 A B 


= + > X-3=A(X+3) +BB 
X24+6249 X4+3 (X+3)2 


Voorx=—3: -6=B 5 B=—6 
Voorx=—4: -7=-At+B > A=7-6=1 


[ x—3 ì [( l 6 i In | 3| 6 C 
dre ss | dx= In |X +3 + + 
x246Xx+9 X+3 (A+ zal X+3 


x | 
4.35 a [ 5 arn f z Fd(x2+D=} In |x2+1| +C 
+1 te id ali al 


2 
b [ > du =arctan (Su) + C 
ust4 7 


c De laatste drie vraagstukken zijn van het type dat in voorbeeld 4.16 van het 
leerboek is behandeld. De noemers hebben geen reële nulpunten. De inte- 
graal wordt opgesplitst in twee integralen. De ene integraal is van het type 
van standaardintegraal 3, de andere is van het type dat in voorbeeld 4.1 1-2 
van het leerboek is behandeld. 


[ 2x—2 arn Gar 
SOHN SED XE X+2 


e [Da | —3 a 
a Nt 2 XX 2 


3 
=In beent [er dx 
x+3)2+Z 


6 2x +1 
=| tat lS acta ( )+e 
N/j 9/7 
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Vraagstukken 


4.36 a 


4.37 


binet le [dege 


(Ga 


A 11 2x-5 
=} In e= Sate varctan |+ 


/ B 
| (2d) 
: obd = dx 
XT X+ 1 XS Xt 


a 
Nen [ 7 d 
= = = Xx 
x2-X+1 XE 


=}In|x2-—x+1| [ stk 
; 3 


5, Zj 2x-1 : 
=d In |x2—-x+ 1] DE arctan +C 
„/ 


„3 


4.2.6 Het gebruik van computeralgebra 


Met Derive: 

> v(t) :=4#SIN(PI/2*t) 

Calculus Integrate met ondergrens O en bovengrens 2 geeft als resultaat 
5,0930. Na 2 s voert de massa een halve trilling uit, de massa legt in deze tijd 
een afstand af die gelijk is aan tweemaal de amplitude. De amplitude is dus: 
2,5465 m. 

Neem: 

> v (u) :=4*SIN(PI/2*u) 

Calculus Integrate met ondergrens O en bovengrens t geeft als resultaat: 
2.54647 — 2.546479 *# cos (1.57079 * t) 

Geen uitwerking. 

We kunnen het vraagstuk als volgt helemaal met Derive maken. Author de 


integrand, Expand geeft de veelterm na uitdelen en de restterm. Calculus, 
Integrate geeft de integraal. 


irl poorsce User 
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bennen dns” 


#2: oe = wecnser + 1 Expd (#1) 
x — 1 x + 1 
Z 2 
| Ee at 
#3: |-------- dx Int (#1,x) 
(2 
ee 1 
VERLE ON 
#4: LN| ------- | + x Simp (#3) 
Niese al 4 
Antwoorden: 
— 1 


-X-lenx+l1 
— De integratieconstante ontbreekt. 


LG5  mzoordsdeerdad User 


x 9 
46: > semeeenveenee. + meenen + 1 Expd (#5) 
2 2 
Xx + 4x + 8 Xx + 4*x + 8 

2 

| x + 3*x + 17 
#7: |------eeeneenen dx Int (#5,x) 

| 2 


JK + 4x + 8 


EEE ZEN 
11*ATAN | ------- Ì 2 
+8: EN 2 Wd LN(x + 4*x + 8) Simp (#7) 
memeennenmeneee = menemen + XX 
2 2 
Antwoorden: 
— 1 


— De eerste breuk in #6 geeft de tweede term in #8 en de term arctan 6 5 z) 
en is dus niet ontbonden. De tweede breuk in 46 geeft de term 


3 arctan (2) en is dus ook niet ontbonden. 
— De integratieconstante ontbreekt. 
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4.38 


>, AG ae 
HY: mee User 
3 
xXx Henk 
Xx 1 2 al 
ELO: -— ------- + mennen + X + ee == 1 
2 2 x Expd (#9) 
Xx + 1 x + 1 
5 
| x +1 
#11: | -------- dx Int (#9,x) 
| 3 


#12: ATAN(X) - -------nen + LN(X) + ---- = X Simp (#11) 


Antwoorden: 

— Xx? 1 

— xenx?+l 

— De integratieconstante ontbreekt. 


Wij bepaalden in Derive met behulp van het vector-commando de integra- 
len voor #1 = 0, 1, 2, … 5. (N.B. 4e staat voor het getal e en wordt ingevoerd 
met de toetscombinatie: Alt + e.) 


#l x°n*te'x ;Int (#1,x) 
#2 INT(x°n*te°x,x) 
#3 VECTOR(INT(x°n*#e“x, x), n, 0, 5) ;Simp (#3) 


dE 4 [He'x, 
He x*(x-1), 
He x*(x°2-2*Xx+2) , 
He x*(x°3-3*Kx 2+64Xx-6) , 
He xi(x°4-4xx°3+12*x°2-24*x+24), 
demi (x° 5-5 44+20%x"3-60x"24+120*x-120) 


De uitkomst voor willekeurige positieve gehele waarde van 1 is gelijk aan e* 
maal de veelterm bestaande uit x” en (behoudens details over het teken) al 


zijn n afgeleiden ongelijk aan nul. De termen in de veelterm hebben een 
afwisselend teken. 


[ vierde =er(et — nxtel + n(n — 1)X"72 — n(n — 1) (1 — 2)" TS 


tt (—1)" inl + (-1)”nl) 
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4.39 We dienen vraagstuk 4.38 te herhalen! 


a Het volgende resultaat voor m= —S, -4, … , 4, 5 toont heel goed de regelma- 
tigheid van de antwoorden. Op grond hiervan kan men de uitkomst voor- 
spellen voor andere waarden van 7. 


> gseq(factor(int(x°mrexpl(atx),x)),m=0..5) ; 


ee 


«a 


e““(ax — 1) 


a? 


e“(a?x? + 2ax + 2) 


a s} 


e“(a'x®— 3a?x? + 6ax — 6) 


a* 


et atxt —4atx* + 12a?x? — 24ax + 24) 
S 


a 


e“(a°x5 —Satxt + 20a*x* — 60a?x? + 120ax — 120) 


dad? 


> geq(factor(lint(x°mtexpl(latx),x)),m=-5..0); 


bet‘ + Zaxe* + axes + aFxiet* + Eil —axjatx* 


— 1/24 
xt 


Ze* + axe“ + axe“ +Ei(l, —-ax)a?x® 


De 


—1/6 


ex + axe“ + Ei(l, —ax)a?x? 
U 
PZ 


e“* + Eil, —ax)ax 


Xx 
—Ei(l, —ax) 
en 
a 


Deze resultaten bevatten een speciale (niet primitiveerbare) integraal met de 
notatie Ei. Deze integraal is: 


> int(exp(a*x)/x,x); 
—Ei(l, —ax) 
b Voor niet gespecificeerde waarde van mm geeft het computeralgebra- 
programma geen antwoord: 


> int(x°mtsin(x),x); 


278 4 Integraalrekening 


4.40 


[a sin (x) dx 


> seq(lint(x°misin(x),x),m=0..5); 


—COS(Xx) 

sin (X) — X COS (Xx) 

—X? COS (X) + 2 COS (Xx) + 2x sin (x) 

—X* COS (x) + 3x? sin (x) —6 sin (X) + 6X COS (X) 

—_XT COS (x) + 4x * sin (x) + 12Xx° COS (X) — 24 COS (Xx) — 24X sin (x) 

—X° COS (X) + Sx* sin (x) + 20x® cos (x) — 602 sin (x) + 120 sin (x) — 120x cos (x) 


Voor negatieve waarden van 1 vinden we: 


> seq(int(x°misin(x),x),m=-5..0); 


sin (x) COS (Xx) sin (X) COS (X 
ans +124 SLD, pz SD, 1/24 sin 
xe x$ Ne EY 
ISIN X) COS (Xx) sin (x) 
VE 
EK DG X 
sin (Xx) COS (X 
fg if Bes 
Xx X 
sin (x) , 
— ma Ci(x) 
Si(x) 
—COS (XxX) 


Si en Ci zijn speciale functies (niet primitiveerbare integralen): 
Si(x)=int(sin(t)/t, t=0..x) en Ci(x)=gamma + ln(x) + 
int ((cos(t)-1)/t, t=0..x) met gamma de constante van Euler- 
Mascheroni. 


— Opvallend is dat bij de drie gegeven integralen één keer partieel integreren 
voldoende is. Bij de integralen van vraagstuk 4.39 moet herhaald partieel 
geïntegreerd worden. Derive en Maple doen dit geen enkele keer. Alleen 
Mathematica komt met een gesloten vorm in termen van een speciale func- 
tie, de zogeheten incomplete Gamma-functie. 


— Ja, de algemene formules die voor deze integralen door de computer- 
algebraprogramma’s worden gevonden, zijn ook geldig voor niet gehele 
waarden van 7m en/of n. Dit is eenvoudig te verifiëren door in de algemene 
formule speciale waarden te substitueren en de integraal ook direct te 
berekenen. 
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Toets leereenheid 4.2 


Die 1 
1 [ ern (tdi ttl C 
1x? 1+x% 8 
1 ex 1 ; E s 
2 dE dx= | de? Wye In: |e* + 1 + C 
1 je Xx e‘ Th | ex + 1 
3 Met behulp van de substitutieregel: 
X+1 1(3x +1) + 3 
=de | dx 
V3X + 1 3x +1 


1 
[at saar Des f Een ;d(3x + 1) 
V3Xx + 


5: (3X + Di+ 8. V3X+H1+HC 
=: V3XH1-(3X47) + C 


Met behulp van partiële breuksplitsing: 


V3x+1 


Xt 1 
[are +1): 5: 

V3X +1 
=$ + 1) V3X + INET ldx 


ZH ID /(Gx +1) 3 [ V3X+1-Sd(3x +1) 


=(X+1)/3X + 432414 C 
5e V3AA 13 +7) +C 


4 Sx?-sin (2x) dx= fx? (-3) d cos (2x) 


2 „cos (2x) +} f xcos (2x) - 2dx 


hed 


io 


“cos (2x) + f x- 3d sin (2x) 


…e 
Nn 


- COS (2x) + Ex - sin (2x) — 4 f sin (2x)dx 


Il 
| 
Na Ne Ne Ne 
Ie 


X2» COS (2x) + FX + sin (2x) + 4cos (2x) + C 
5 S@+D?-Inxdx= fInx-Zd(x+ 1)? 


here 
=} na-+Di-ifa+ DS de 


1 
=tinx-erit il (raare) dx 
=klnx- (+1) —3x3 dx? In [xl +C 
=jin|x|-x-(X2+3X +3) — bx(2x2 +9x+ 18) +C 
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Met behulp van de substitutiemethode is: 


Í sin xeos* xdx= f sin? x cos* x- (-d cos x) 
= — fl — cos? x) cos* x d cos x 
= f(-ecos*x + cos° x) d cos x= — 1 cOS* Xx + 5 COS” X+C 


Met behulp van reductieformule 7 is: 


sin? x - COS° x 


[ sin? x cos* x dx + Ü sin X- cos* x dx 


me COS° x : 
= cos* xd cos Xx 


Ii 


—S sin? X- COS° X— % COS* X-+C 


ij 


— MI — cos? x) + COS° X — # COS° X + C 


= — LCOS” X +} COS’ X+C 


+ X % B 
aen E Ed & Hz > 1+x=A(X-8) + B(X- 2) 
16-10x+x2 (x-2)(X-8) X-2 1-8 


Voorx=8is: 9=6B — B= 
Voorx=2is: 3=—6B > A= -— 


+ X —3 3 3 
lee |( ot ea Jax bx 2l+ ine 8L+C 
16 — 10x + x? x-2 x-8 


l 4x 1x gp A B 
16-8x4+X2 (X—-42 x-4 (x-42 


> 14x=Alt-4)+B 


Voorx=4is: B= 5 
Voorx=5Sis: A= 


l+x 1 5 5 : 
ET Ge — dx=ln|x—4| + +C 
Le [E ne) | | xd 
1+u 1(2u) +1 [se [ 1 
dn du 
[Zea [ u2+5 de u2+5 u2+5 


5 1 u 
=} In [u En 7 +C 
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| 
| 
| 
| 
| 
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4.3.2 Kwadratische interpolatie: de regel van Simpson 283 

4.3.3 Foutschatting bij de trapeziumregel en de regel van Simpson 284 
4.3.4 Het gebruik van computeralgebra 285 


Toetsleereenheid 4.3 289 


4.3.1 De trapeziumregel 


Opdrachten 1 Met twee steunpunten (en dus één interval) hebben we in dit geval: 
S-—1 
Xo=l,X1=5, f(&o) =S, fj) =13 en h= SR 4 
De trapeziumregel levert dan: 


4 
5 (FAD) + fl) =5- (S + 13) = 36 
2 
S 
Exact: [ (2x +3) dx =[Xx2 + 3x]j = 40 — 4 = 36 
1 


2 De fout in 1} is: [0,697 023 8 — 0,693 174 2| = 0,003 876 6. 
De fout in 1} is: [0,694 121 9 — 0,693 174 2| = 0,000 097 7. 
0,00038766 


t dt d 
De fout wor us 0,0000977 


= 3,98 (ongeveer vier maal kleiner). 


Vraagstukken 4.41 Met behulp van de trapeziumregel is voor n= 2: h= 0,25, f(O) = 1, 
f(O, 5) = 0,625 en f(1) =1. 
I= (1l+2-0,625 + 1) =0,8125 


1 


Exact: [ (x3—X+1) dx=[hx* —Fx2 + x}} = 0,75 
ke) 


4.42 Met behulp van de trapeziumregel is voor 1 = 0,25: n= 4 en f(O) =1, 
f(O,25) = 18, f(0,5) =3, f(0,75) = en f(l)=}. 
I= (42-0942: E42: E45) = 0,782 794 1 


l 
Exact: [ TE dx =[arctan x]é = {7 —O= jm =0,785 398 2 
Te 


0 


4.43 Met vier intervallen hebben we: x, = 0, X, =2, X3= 4, X4=6, X, =8 en 
8 —0 
hi 
4 
De trapeziumregel levert dan: 
2 
i=Z:(O+2-184+2-72+2:156 +270) = 762 | 
8-0 
Met acht intervallen is / = kn Len de trapeziumregel levert: | 
| 
Rn (O+2-44+2-184+2-41+2-72+2-109+2:156+2: 206 + 270) 
=741 
4.3.2 Kwadratische interpolatie: de regel van Simpson | 
Opdrachten 3 Met behulp van de regel van Simpson met drie steunpunten (en dus 2 inter- 
S-3 - 
vallen) heben we: h = EEE 1, f(3)=9, f(4) =12en f(S)= 17. 
ĳ 
1 Í 
ig: O+4- 12+ 17) =24,666 6667. | 
| 
5 | 
Exact: [ (x2— 4x + 12) dx = [EXS — 2x? + 12x]5 = 24,666 666 7 | 
3 | 
4 Je hebt steeds drie steunpunten nodig om een parabool te kunnen tekenen, | 


dus je hebt altijd een even aantal intervallen nodig! Ì 


5 De fout in [2 is: [0,693 245 O — 0,693 147 2| =1,01 - 10-* 
De fout in [2 (gecorrigeerd) is: [0,693 154 5 — 0,693 147 2|=7,35 - 10-$ 
1,01 - 10+ 


De fout wordt dus — — —— = 14,5 maal kleiner. 
7,35 - 1076 


Vraagstukken 4.44 Met behulp van de regel van Simpson voorn=2is: h= 1 (let op!), f(0)=1, 
fa) = len f(2) =7. 
B=}(l+4-1+7)=4 


Exact: [ (23-441) dx=[ix* Ar? xli=4 
o 
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Vraagstukken 


4.45 a 


4.46 


4.47 a 


4.48 a 


Met behulp van de regel van Simpson voor h= 0,25 is: n= 4, f(O) =0, 
f(O,25) = 0,25, f(O,5) =1, f(0,75) =2,25 en f(1) =4. 
13=025(0O4+4.0,25+2-1+4-2,25 +4) = 1,333 333 3 


13 = 03 (O+4-(0,25)* +2-(0,5)* +4-(0,75)* + 1) = 0,200 520 83 

De integraal divergeert. 

I= (O+4-4-(0,25)* +2: 5 -(0,5)* 4 4-5: (0,75)* + 1) = 0,062 500 O 

We bereiken het meest nauwkeurige resultaat door alle steunpunten te ge- 
b—-a 8-0 


bruiken. Er geldt dan: n= 8 en I= keker | 
1 


1 
=FO+4-442-1844- 4142-7244: 109 +2: 156 + 4- 206 + 270) 


=734 


In vraagstuk 4.43 was de waarde 741. 


4.3.3 Foutschatting bij de trapeziumregel en de regel van Simpson 


l sell 
Wetra fe 
NO sie nona 


Het maximum van de absolute waarde van f”(x) op [1, 2] is voor x= 1: 
M= 0,25 


Berekening van »: 


2-1) 
El= Á\ No2s| < 0,5-10- 
12n* 
0,25 
— < 0,5: 10% 5 n > 6,454972 5 n 27 
12n2 
1 
Bejl+2. Br2- ra Ara Sy 


+2. JP+2- JV + {2)=1,218 1903 
2 
Exact: [ Jr ar =[RxPT=2(2J2-1)=1,218 951 4 


fr > V=n 
16x* 


Het maximum van de absolute waarde van f ®(x) op [1, 2] is voor x= 1: 
M;=0,375 


DR SOI < OSented 


< 05-10 %—n>142n=z2 


zi 480n* 
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Vraagstukken 


4.49 


4.50 a 


4.51 a 


Zl +4Â,5 + [2 =1,218865 


2 


nn SA Jz 
Exact: | Vrer=ln 3E De v2189514 


1 

Geen uitwerking. 

Geen uitwerking. 

S=} (O+4-(—4) +0) = —5,3333 

Dit levert de exacte waarde van de bepaalde integraal op, omdat de functie 
die geïntegreerd wordt, van de derde graad is. 

4.3.4 Het gebruik van computeralgebra 


Met Maple: 


> with(student) : 
> f:=1/(2*evalf(Pi))“0.5*exp(-0.5*x°2); 
> F:=(b‚n)->0.5+simpson(f(x),x=0..b,n): 
> F(1.5,16); 
> evalf(%); 

„9331928612 

ERF(z/ /2) 


De functie G(z) = 0.5 + Tjee geeft de berekening van F(z). 


> G:=(z2)->0.5+erf(z/2°0.5)/2; 
> G(1.5) 
„9331927988 


Met Maple: 


> rijl:=evalf(seg(trapezoid(f(x),x=0..8,2°k),k=0..3)); 
rijl :=6.044324340, 5.331563247, 5.029813569, 
4.906635698 


De bepaalde integraal is in dit geval: 4,827907873 


> rij2:=evalf(seq(trapezoid(f(x),x=1..9,2°k),k=0..3)); 
rij2 :=4.828427124, 4.637785443, 4.576351045, 
4.558622850 


De bepaalde integraal is in dit geval: 4,552284750. 
In een plot van f ”(x) blijkt dat op het interval [O, 8) deze een veel grotere 


waarde heeft dan op het interval (1, 9]. Dit verklaart de slechtere convergen- 
tie op [O, 8]. 
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vj 


\ 
$ 
ER 
ï 


4.52 a De grafiek vertoont op het interval [1, 2} een snijpunt met de X-as. 


b We moeten integreren over de twee intervallen [1, /m — l]en [Vm — 1, 2]. 
Een nauwkeurigheid van vier cijfers achter de komma betekent dat de fout 
kleiner moet zijn dan 0,5 - 10-*. We eisen nu voor elk van de deelintegralen 
een fout kleiner dan 0,25 - 10-*. Om het minimaal benodigde aantal deel- 
intervallen te bepalen, gaan we als volgt te werk: 


diff (£(x),x$4) ; /* d.i. de vierde afgeleide van f(x) /* 
2 4 2 2 2 
16 sin(x + 1) x - 48 cos(x + 1) x - 12 sin(x + 1) 
plot (diff (£(x),x$4);x=1..2) ; 
evalf (subs(x=2,diff (£(x);x$4))) ; 
-288.4406626 
nmin:=(289/(180#*0.25*10° (-4)))°0.25; 
nmin := 15.91920342 

with(student) : 
sl:=evalf (simpson(£(x),x=1..opl[1],16)); 

sl := .2503249770 


evalf (subs {(x=opl[ll,diff (£(x),x$4))) ; 
102.7964474 
nmin:=(103/(180*0.25*10° (-4))) “0.25; 
nmin := 12.30003020 
s2:=evalf (simpson(f(x),x=opl[1}..2,14)); 
s2 := -.3559656453 
sl-82: 
„6062906223 


We moeten ongeveer hetzelfde resultaat vinden met 16 + 14 = 30 deel- 
intervallen over [1, 2], of een beter resultaat met 2/((opl! [1] — 1)/16 = 70 deel- 
intervallen, respectievelijk 2/(2 — op! [1])/14 = 54 deelintervallen: 


> 83:=evalf (simpson(abs(f(x)),x=1..2,30)) ; 
83 := .6064712289 

> S4:=evalf (simpson(abs(f(x)),x=1..2,70)); 
s4 := .6063497138 


Wij vinden dus het antwoord: 0,6063 met vier nauwkeurige cijfers achter de 
decimale punt. 
Ter controle nog de volgende bepalingen: 


> intl:=evalf(int(f(x),x=1..opl[1])); 

intl := .2503248490 
> int2:=evalf(int(f(x),x=opl[1}l..2)); 

int2 := -.3559654040 
> int=intl-int2; 

int = .6062902530 
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Maple gaat zelf meteen over op numerieke integratie bij gebruik van de Int- 
opdracht: 


> evalf(Int(abs(f(x)),x=1..2)); 


„6062902536 

4.53 a #1 F(x) :=SQRT (1+9*x°4) 
4E INT(SQRT(1+9*x°4) ‚x,0,2) sApprox (#2) 
+3 8.63032 
#4 DIF (SQRT (1+9*x°4),x,2) ;Simp(#4) 
En 54sx 2=(3sx°4+1)/(9*x°4+1) (1.5) 
#6 DIF (SQRT(1+9*x°4),x,4) ;Simp (#6) 
#7 108=(405*x°8-126*x°4+1) /(I9*x°4+1)*(3.5) 
ij (2°3*9/(0.0005*12)) (1/2) ;Simp(#8) 
#9 109.544 
+ 10 (2°4#128/(0.0005#180))° (1/4) ;Simp(#10) 


deld 12-2820 


In regel 3 staat al het resultaat dat wij nog moeten vinden met behulp van de 
trapezium- en de Simpsonregel. De benodigde constanten vonden we door 
de tweede en de vierde afgeleide te plotten (9 respectievelijk 128) en de on- 
dergrenzen voor # te berekenen (regels 9 en 11). 


#12 T(a,b,n):=(b-a)/(2*n)*(F(a)+F(b)+2*SUM(F(a+tk*(b-a)/n),k,1l,n-1)) 


#13 T(O,2,100) ;Simp (#13) 
#14 8.63072 
elo T(042,11:0) ;Simp (+15) 
#16 8.63065 
#17 T(O,2,120) ;Simp (#17) 


=18 8.63060 

#19 S(a,b‚n):=(b-a)/(3*n)*(F(a)+F(b)+4*SUM(F (a+ (2*k-1)*(b-a) /n), 
k,1,n/2)+2*SUM(F(a+2*k*(b-a)/n),k,1,n/2-1)) 

#20 S(0,2,14) ;Simp (#20) 

F21 8.63032 


d Het verschil in aantal is enorm. Ruim 120 stappen voor de trapezium. 
methode leveren nog niet hetzelfde goede resultaat van veertien stappen vol- 
gens de methode van Simpson. Pas bij 160 stappen levert de trapeziumregel 
na afronden de gewenste nauwkeurigheid (vergelijk met regel 3). 


#22 T(O,2,160) ;Simp(#22) 
#22 8.63048 


4.54 a Met Maple: 


> f:(x,phi)->4/(sqrt(l-sin(phi/2)“2*sin(x)°2)): 

> with(student): 

> simpsonbenadering:=evalf (simpson(f(x,Pi/6),x=0. „Pi/2,8)); 
simpsonbenadering := 6.392568007 


> evalf (simpson(f(x,Pi/6),x=0..Pi/2,16)) ; 
6.392568010 
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4.55 


4.56 


Door ook nog een berekening te maken met n= 16 krijgen we een indruk 
van de mogelijke fout in de benadering van T, volgens Simpson. Waarschijn- 
lijk zijn zeven cijfers achter de komma al juist. 


De benaderde slingertijd bedraagt T,= 2. 


> relfout:=evalf (100*(simpsonbenadering-2*Pi)/(simpsonbenadering)); 
relfout := 1.71109167 


De benadering door middel van 7, is dus 1,7 procent kleiner dan die door 
T. Tot slot lieten we Maple ook nog de integraal voor T, exact uitrekenen; er 
komt een antwoord in termen van een speciale zogeheten elliptische functie 
die numeriek benaderd kan worden: 


> int(f(x,Pi/6),x=0..Pi/2); 
1/2 1/2 
4 EllipticK(1/4 6 S/4 2 ) 
> evalf(”) 
6.392568008 


Met Excel: 
EEA EE | Ge 
1 
WE 20 1 2:00 10 d 
3 12:15 | _18 
4 12:30 17 
5 12:45 | 15 
6 13:00 | 16 | 
7 1315 le d 14 
8 13:30 | 12 
9 13:45 | ete ti 
10 14:00 DIN Wiee | 
1 eZ SATIE 
12 — _— — 
13 uitstroom: 1665 


In B11: =SOM(B2:B10), in Cl 1:=SOM(C2:C10) 
In B13: =15/2#(B11+2#C11) 


Er stroomt 1.665 liter water uit de pijp. 


Met Excel: 
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4.57 


In B9 : =SOM(B2:B8), in C9: =SOM(C2:C8), in Cll: =SOM(C2:C8) 
In Bll: =100/3*(B9+4*C9+2*D9) 


De oppervlakte van het land is (ongeveer) 36.667 m°. 
Met Derive: 


U(a,b,n):=T(a,b,n)+(T(a,b,n)-T(a,b‚n/2))/3 


Neem: 
f(x) :=1/x 
Iin(gecorr.)=0.6931545306. 


I(exact) = 0,693147 1806, 1}, (gecorrigeerd) heeft vier cijfers achter de 
komma nauwkeurig, zonder correctieterm maar 2. 


V(a,b,n):=S(a,b,n)+(S(a,b,n)-S(a,b,n/2))/15 
15, (gecorrigeerd) =0,6931479014 
13, (gecorrigeerd) heeft zes cijfers achter de komma nauwkeurig, zonder 


correctieterm maar vier. 


Met Maple: 

Neem: 

DEK) RE 

> U:=(a,b,n)->evalf(trapezoid(F(x),x=a..b,n) + 
trapezoid(F(x),x=a..b,n) -trapezoid(F(x), 

x=a..b,n/2))/3); 

> V:=(a,b,n)->evalf (simpson(F(x),x=a..b,n) + 
simpson (F(x) ‚„x=a. ‚b‚n)-simpson (F(x) ,xza. .b‚n/ 
2))/15); 


Zie voor de resultaten bij Derive. 


Toets leereenheid 4.3 


Dat is niet juist, bij lineaire functies is het resultaat hetzelfde. Ook is er met 
enige moeite een functie te verzinnen waarbij het resultaat slechter is, zie 
vraag 2. 


Niet juist, de trapeziumregel geeft wel een exact resultaat, de regel van Simp- 
son niet. 


I= bl +04 1D=1, B= (1 +0+ 1) =0,333 333 33 
Niet juist, de bewering is wel juist bij de regel van Simpson. 


De bewering is juist. 
D=t(2+2-05+1)=3 

Exact: oppervlakte van twee driehoeken: 2,5 
De bewering is juist. 


I= BS(2+4- 0,5 + 1) = 2,5 is gelijk aan de exacte oppervlakte. 
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| 
| 
| 
| 
Ô 


/ 
4 


6 De bewering is niet juist. 
fw) =x3-5 > f'(X)=6x > M‚=18 


E} de 18 | <0,5- 107% ce <0,5-10 
=| — . LS) DD Po)e S 
4 12n? 2n2 
> n>294,604 — n 240 
7 De bewering is juist. 


fw) =x* +2 > f'(x) =24 > M‚=24 


5 4 
Ess |= „24| <0,5- 10? > <0,5- 102 
de | 1807* | 15n* 
DS N>5,40 — n26 
8 De bewering is onjuist. 


I=5(2,50+2-3,25+2-50+2:9,0+13,5) = 25,25 


9 De bewering is juist. 
I= 5(2,50 44-325 +2-5,0+4-9,0+ 13,5) = 25,0 
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4.4.1 De arbeid verricht door een kracht 

“Vraagstukken 4.58 a De massa’s trekken elkaar aan. Houden we één massa vast en halen we de 
andere massa weg, dan moeten we een kracht uitoefenen in de richëns 
waarin we de massa verplaatsen. 


Za 


8 3 1 
we [ras Seas oomm. [zes 
s 


2 


a 


1 2a 
=G:M,-Ig: 5] 
Ss a 


1 l G-m,- mt, 
=G: MI, Mt ze) = (5) PE 


b De arbeid om aan de aantrekkingskracht te ontsnappen, is gelijk aan: 


aad B 
G-m,-m 1 
we [ras | Beas mm: lim [aes 
Ss Br Sia 
118 
=G-m,- Mm, lim 5) 
Boel S Je 


l 1 G- m1, MI, 
=G:mM,: M,: lim ( zl ze ( ) = 2 
B> B a) a 


4.59 a We nemen aan dat ds zo klein is, dat we de kracht bij deze verplaatsing con- 
stant kunnen veronderstellen. De arbeid bij zo’n kleine verplaatsing is dan 
gelijk aan kracht maal weg, in dit geval k- s - ds. Omdat de kracht in dezelfde 


richting wordt uitgeoefend als de verplaatsing, is de arbeid positief. 


o,s 


0,5 


b W= [ro ds = [ 200 - s ds = 200 - Ls] = 100 - [0,52 — 0] = 25 [Nm] 


0 


4.4.2 Waterdruk in een reservoir 


Opdracht 1 De kracht die het water op de bodem van de cilindrische tank uitoefent, is 
gelijk aan het gewicht van de waterkolom. De tank heeft een straal van 
1,0 meter en is tot een hoogte van 1,5 meter gevuld met water. De kracht is 


dus gelijk aan: 7 - 1,02: 1,5 + p‚‚- 8= 46,26 [KN]. 
Vraagstukken 4.60 a F=150-20-2-p„-g= 58,878 - 10° IN] 
b F= [ossen oare toons [en dz 
0 0 
=3äU Pie [22 }z°q = 667,3 - 10° [N] 


4.61 a Een plakje op een hoogte z en dikte A‚z heeft een volume: 
A,V=20: 150: A‚z 


‚5 2,5 


W= [o,-20: 150 -g- (2,5 —z) dz = 3.000: p‚-g- [es —z) dz 
0 


3.000 -p‚-g-[2,52- 32°}, =88,3 - 10° [Nm] 


p : ; 88,3 - 10° 
b Nuis: 88,3. 10° Nm = 88,3 - 10% kWs = ER kWh = 24,53 kWh 


Dit betekent een bedrag van € 12,56. 
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Vraagstukken 4.62 


4.63 


4.64 


Opdracht 2 


Vraagstukken 4.65 


4.4.3 De vloeistofstroom door een buis 


3.600 


[ 4O(1 + 2/D - m - (0,0035)2 df = 40 « « - (0,0035){[t + den 


0 


= 0,001539(3.600 + 288.000) = 449 [m*] 


Er stroomt ongeveer 449 m* olie door de buis. 


10 


20 


mr: (0,07) - fons-t-eo-nars [roet 


= mr « (0.07)? 


= ar + (0.07)? 


0 


10 


„(0,16 -[1Of2 — Taa + 16-10) 


- (106,6667 + 160) = 4,1050 


Er stroomt 4,105 m* olie door de buis. 


In £ = 5 minuten sluit de schuif de rivier af. 
Na t minuten (O < t< 5) is niet afgesloten: 10-4—2-f-4=40—8- t [m?] 


5 


[ (40 — 81) df =[4Ot— TN = 100 


L8 


Er passeert nog 100 m* water tijdens het sluiten van de schuif. 


4.4.4 Het volume van een omwentelingslichaam 


hb 


Stel f(x) gelijk aan h, dan is V= IE -h? dx=mh?b—a). 


a 


Dit is het volume van een cilinder. 


R 
In dit geval is de functie f:x — 5 


paragraaf 0.3.4). 


b 


ve [enen 


a 


R2 
ST 
he 


h 


o 


[4 = berk 


2 


„x. Er ontstaat een kegel (zie ook 


h? 


h 
R R? 
moden: [ax 
he 
0 
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ad Eid 


n 1 
466 V= Ë f 2%) dx = [a-cor (x) dx =T « [cos (x) dx 
0 0 


o 


1 


Ln 
= [ $(1 + cos (2x)) dx 
L0) 


1 


1 
=|} aes [ cos (2x) - }d(2x) 
0 


0 


1 
=m: [JX + Ssin 22 =r [tam + sin m}= bn? 
) 


hb 3 3 


467 V= | ff) dx= [ree +1)? dx= rn [ (T+ 2x? + 1) dx 


a o 0 


- 3 
=m:[JXS +223 + x),= 69,67 


4.68 _ In figuur 4.12 zien we dat het oppervlak symmetrisch is om x= 2. 
We kunnen ons dus beperken tot de berekening van het volume van 
f@w=x > [4x tussen x= 2en x= 4en de gevonden waarde met 


2 vermenigvuldigen: 


4 4 4 


vV=2. [ero de 2e | V(16 —x2)? dx = 27 In x2) dx 


= 2m: [16x— 4x°] =26,67m 


Figuur 4.12 
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4 


4.4.5 De booglengte van een kromme 


d 
Opdracht 3 Als y constant is, dan is En =0: 


Sas En 


dy cosx. 


4.71 Met y= ln |sin x| is ds 3 is 
dx sin x 


(2 5 Ee e) 
Sas = Et dx= 5 zn 
3 ke ĳ) sin X 


= [In [tan (4 DIE In [tan Gm)[ — In |tan Gm =In /3= Jin 3 
2 


le 


nie 


Er 


472 Met y=lx?-}Inx, is —=Jx-}-=. 
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Opdrachten 


Vraagstukken 


4 


4.73 a 


4.4.6 Het zwaartepunt van een vlakke figuur 


sj fx-vare: [raro gtij= teen 
Le) 


0 


Zie figuur 4.13. 


Figuur 4,13 


Uit $x+y—2=0volgt y=2—ixenx=4—2y. De rechte snijdt de X-as als 
2 — JX=0, dus als x= 4, en snijdt de Y-as als x = O, dus als y= 


4 4 


S= [ee —}2) dx= [ex — 1x?) dx =[x2 — 
0 0 
2 2 


© 


De oppervlakte van de driehoek is: O=}.-2.4=4 
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S= [rea dy= [er 2?) dy=[2y2- 3921, =S 
0 


b 


4.74 a 


Nh de he ns 


2 
S= [ yay?) dy=[292— bj =4 
0 
+ 0 
se [lararn [eu Jan (4 -x=u) 
o 4 


=[-8u? + Zui =8,53 


De oppervlakte is: 


4 
O= Na dx= HE 1e =5,33 
0 


Alsx= lenx=3is y> 0. De grafiek ligt dus geheel boven de X-as. 


5} 
S,= [ree —Inx) dx=([dx*— 5x? In x+ EN = 17,56 —0,5 = 17,06 


1 


3 
O= [er Ins) dx=[Jx*—x In x+ 2], =8,70— 1,33 =7,37 
1 
S, 17,06 
ie Le Se e2,31 
EN 


O= [orn dr=[JX2 4x In x-a}, =4,19 


1 


S,= [eee Inx) dx=[J2* +} 2 In x— 322] =8,46 
1 
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475 _ Zie figuur 4.14. 


Figuur 4.14 


a De functie van de dalparabool met top (O, O) die door het punt (1, 1) gaat, is 
f,@) = x°. De functie van de rechte tussen de punten (1, 1) en (4, 0) is 


fr) = rt d 
We hebben dus twee functies: f‚(x) = x? voor x in [O, 1] en f(x) = —$X + 4 in 
(1, 4). 


1 1 4 


4 
S= IE f‚C) dx + | falx) dx = IE -X2dXx+ IE -(BX+4) dx 
1 0 


0 1 


1 7 De | 
=[áx*] + [5x + zl], = ii 


Om S, te bepalen, hebben we p,‚(y) en p‚(y) nodig. 
Uit y= x? volgt x = p,(y) = Jy en uit y= —JX + 3 volgt 
X=@P2(y)=4—3y. 


1 1 
1 


S= [ras 3) - {Pdy= [er 32 -y)dy=[2y2-y* Ey" =? 
0 


0 
0 


b De oppervlakte van de ingesloten figuur is gelijk aan: 
1 4 
O= [e dx + [en +3) dx= [322], +52 + $x], = 
1 


0 


B Sx_Ì ze 
op te = 1,77 en ET i2 = 0,33. 
6 6 
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4.76 a Direct is uit de figuur te zien dat: x,=3 


Á 4 Ë 
ee | [{4 — (Xx —3)2}-3]dx= [eror- marters aat aded 
2 2 


y=d-(X-3)? > (X-3=4-y > x=3t/4-y 
> Pil) =3 + V4-—y en ely) =3- V4-y 
4 


4 
S= [ y-U3t JA-p}- (B V4-pldy= [ 2: Vp) dy 
3 


K 4 


2 [e y/4-ydyr8 [vorsten + pT 8 


3 3 


> [ À 2 
b In figuur 4.15 zijn de grafieken getekend van f(x) = /x en (dik) van g(x) = x%. 


Figuur 4.15 


De oppervlakte O is gelijk aan: 


O= [os —x2) dx= [2x — H2], =d 


ie) 
Ss, 015 S, 0,15 
ne p =0,45 en in or 


c Zie figuur 4.20. 
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2 2 


S,= [re (x2—2)) dx = [er +X2-— 2x) dx ix? + EAS aj 


o 0 


Figuur 4.16 


Om S, te bepalen hebben we p‚(y) en p,(y) nodig. 
Uit y=x2—2volgtx=p|(y)= Vy+ Zen uit y= Xx volgt x= py) =y. 


0 2 


iS = |» [y EE 2dy+ [rb 2—y) dy 


2 0 
0 2 
ee [rorrzars [oren dy 
—2 0 
2 2 2 
5 [roze [rar [ore-otrrzarr ak 
2 0 —2 


2 2 
= [o+atay+n-2 [vrza 
yy) 2 


zE + DAAD + 
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Vraagstukken 


4.77 a 


4.78 


4.79 


4.80 


De oppervlakte O van de ingesloten figuur is gelijk aan: 
O = oppervlakte onder de X-as + oppervlakte boven de X-as 


2 2 


2 
oz [aars [rar foe-nax 
o 3 ie: 


12 2 
=et2s +[Jat aj 


.: SS, — 
p= ein =08 en y‚= == 0,16. 


OPE o ® 


4.4.7 Het gebruik van computeralgebra 


Met Maple: 


> _100#10#*80/(100#10#40)): 
2 

> int(1#10*(80-z2),z2=0..80)/int(1#10*(40-z),z=0..40); 
4 


Het kost tweemaal zoveel arbeid om de emmer met beton naar boven te 
trekken en viermaal zoveel arbeid om de ketting naar boven te trekken. 


Met Derive: 
SOLVE(10-0.025:*x=0,x) 

Dit geeft: 400 

Neem: PI#0.1°2#*(10-0.025*x) 

Calculus Integrate van O tot 400 geeft: 62,8318 
Neem: PIx2°2*#5 

Dit geeft weer: 62,8318 

Neem: vV:=10-0.025*u 

Calculus Integrate van 0 tot t geeft: 3,92699 . 10-°. t- (800 — t) 
47,1239 en 5,7079. 

Neem bij de grafiek Scale x: 200 en y: 0,5. 


Met Maple: | 


> aq(t):=100#(10-cos(0.1*Pitt)); 


> int(gq(t),=0..360); 
360000. 


Dit zijn cm*. Omgerekend 360 liter. 


Met Derive: 

Neem: y:=125-0.05*x°2 

Calculus Differentiate van y naar x geeft: -O. 1x 
Neem: £:=(1+(-0.1x)°2)°0.5 

De grafiek van y snijdt de X-as in x= 50. 
Calculus Integrate van O naar 50 geeft: 139,037 
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4.81 


Met Maple: 


> y:=91/2*(exp(x/9I1) texp(l-x/91)); 

> d:i=diff (y,x) ; 

> Ls=int((1+d°2)°0.5,x=-50..50) ; 
L:=105.1080977 


Toets leereenheid 4.4 
1 d 1 
Met y= ix? Ue is Er 


Bee 


EE 
y=baAjl-—=- Va -x? 
a* a 


Om het volume te berekenen, berekenen we dit van x= 0 tot x = a, en 
vermenigvuldigen dit volume met 4. Zie figuur 4.35 in het leerboek. 


a a 


b? : 
vaa fe prana [er S-ata armen 
ez 
0 0 
b? a b? 
en Ren Er SEE EN 
=d a [ax — 4x } 4m T (a ja) =mab 


5 dy 1 
Met y= (x— 4) = (2-4), is ard df 
Cx 


9 9 9 
d 2 
S= [ A/l+ 5) dx= [ 1434) dx= [fa 8 dx 
4 4 4 


9 
_[Jra8 zag =d DÏ 
4 


= B: ((2)*- 1) =41,875 
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2_x°) dx 


4 Het volume is: 


R R 
Kn [ fw dx= [rear (te 
a! 
JR Ak 


S a In figuur 4.17 is de grafiek getekend van de halve cirkel met middelpunt in 
de oorsprong en straal 2. 
De oppervlakte van de figuur die wordt ingesloten door de halve cirkel en de 
X-as is gelijk aan: } - 72? = 2 


2 2 


S= EN: —x? dx= NE — Xx? (-td(4 x=} [4-3 


0 0 


pen 
b Uity= \4-—x? volgt x= V4-y*: 


2 


S= ENE -y?dx= | Jay? (-Bd(4- y=} [(4—y2)P] 


0 Li) 


5 
ft 
o 3 


Saer S 4 

4 Ei 8 X k 8 

Kp me TEN Vp Ees 

EMO NTS ies Ar 
Figuur 4.17 


6 a We dienen drie vergelijkingen voor de drie onbekenden a, ben cte vinden 
en die op te lossen. Een eerste vergelijking wordt geleverd door het feit dat de 
parabool door het punt P= (Sm, 1) gaat; dit levert de vergelijking: 
an? +2bm+4c=4 
Een tweede vergelijking wordt geleverd door het gegeven rond de raaklijn in 
P; dit levert: 
an +b=0 


De derde vergelijking, ten slotte, wordt bepaald door het gegeven rond de 
kromming in P. We voeren de formule voor de kromming in en bepalen ver- 
volgens de gezochte vergelijking, waarna we ze alle drie tegelijk oplossen. In 
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Mathematica: 
In[il:= k[x ,£ J:=D[D[f[x],x),x1/((1+D[f[x],x1°2)° (3/2) 


Out [1] 240) 
Sn (1 +É’[x] 2) 3/2 


In[2]:= een=k[x,sinl/.x->n/2 


Out[2]: -1 
In[3]:= twee=k[x,a#"2+b#+c&l/.x->n/2 
2a 

Out [3] = C+ el 
In[4]:= driezeen==twee 

€ 2a 
Out [4] = IE 
In[5]l:= Solvel{a*m+b==0,a*m"2+2*bin+4tc==4, drie}, {a,b,c} 


1 Tr J 
Out [5] = He>à (8-72) ‚bo, tl) 
8 2 2 


b Geen uitwerking. 


7 Zonder beperking der algemeenheid kunnen we uitgaan van een vierkant 
met ribbelengte 2 en oppervlakte 4. (Elke andere situatie is hiermee gelijkvor- 
mig.) Teken een halve cirkel met middelpunt in het midden van een zijde, 
straal r (O < r < 2) en laat de cirkelomtrek het vierkant snijden. Het oppervlak 
dat de halve cirkel gemeenschappelijk heeft met het vierkant is: 


1 
2: Á, ä vr? —x?. De oppervlakte daarvan zou dan gelijk moeten zijn aan 2. 
Hierna bepalen we in Derive de gevraagde straal r door te proberen te voldoen 
5 3 1 
aan de equivalenteeis: f‚, /r2—x?=1 
re 


HEL F(x) :=SQRT(r°"2-x°2) 
dE 2 INT(F(x),x,0,1) 


dE 3 Etat ;Simp (#3) 
F4 0.919492 
45 VECTOR(INT(F(x),x,0,1),r,1.1,1.2,0.01) ;Simp(#5) 


6 [0.919492, 0.931993, 0.944399, 0.956717, 0.968954, 
0.981115, 0.993205, 1.00522, 1.01719, 1.02909, 1.04094] 
47 VECTOR(INT(F(x),x,0,1),r,1.16,1.17,0.001) ‚Simp (#7) 
#8 [0.993205, 0.994410, 0.995615, 0.996819, 0.998022, 
0.999225, 1.00042, 1.00162, 1.00282, 1.00402, 1.00522] 
#9 VECTOR(INT(F(x),x,0,1),r,1.165,1.166,0.0001) ;Simp (#9) 
#10 [O0.999225, 0.999345, 0.999465, 0.999585, 0.999706, 
0.999826, 0.999946, 1.00006, 1.00018, 1.00030, 1.00042] 


Als beste waarde vinden we: r= 1,1657. Bijgevolg is de verhouding van straal 
tot lengte van het vierkant: 1,657/2 =0,58285. (In vraagstuk S van de toets 
van leereenheid 3.4 vonden we via successieve substitutie de waarde 
0,582822.. ). 


Beschouw figuur 3.1a van leerenheid 3.1. Trek in G de raaklijn aan de cirkel; 


dit is in het volgende de X-as. De rechte lijn door G en M is de Y-as. Laat van- 
uit Q een loodlijn neer op de X-as. 
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> 


De boog PQ heeft vergelijking y, = /r2 —xê. 
De boog GQ heeft vergelijking y,=R-— /R2—x2. 


De waarde x = x, (bij het voetpunt van de loodlijn uit Q op de X-as) wordt 
bepaald door: y,(x,) = y2(X,), ofwel: 


Vr? -xt=R- VR? —x? 


De oppervlakte van GPQ, die gelijk moet zijn aan JmR?, wordt gegeven door 
de integraal: 


l= [ (yi Ya) dr= Vr XL R+ JRE XE AK a [2] 
x-0 


We gaan nu als volgt te werk om die waarde van r te bepalen waarbij 

I= }mR?. Kies een waarde voor ren los x, op uit [1]. Bepaal dan / via [2] en 
vergelijk het antwoord met de waarde van JR? Verhoog of verlaag de 
waarde van r en bepaal opnieuw x, enzovoort. 

Zonder beperking van de algemeenheid kunnen we in het voorgaande R= 1 
nemen. Wij vonden met behulp van Maple: 


r:=1.157: grens:=solvelsqrt(r°2-x1°2)-1+sqrt(1-x1°2)=0,x1) ; 
verschil:=evalf(int(sqrt(r°2-x°2)-1+sqrt(1-x°2),x=0..abs(grens[2]) )-Pi/4) ; 


grens := —.9437445172, „9437445172 
verschil:= -.0019080297 


r:=1.158: grens:=solvelsgrt(r°2-x1°2)-1+sqrt(l-x1°2)=0,x1) ; 
verschil:=evalf(int(sqrt(r°2-x°2)-1l+sqrt(l-x°2),x=0..abs(grens{[2]))-Pi/4); 


:=1.159: grens:=solve(sqrt(r"2-x1°2)-1+sqrt(l-x1°2)=0,x1) ; 


grens := —-.9441492931, „9441492931 
verschil:= -.0008042366 


verschil:=evalf (int (sqrt (r°2-x°2)-1+sqrt(1-x°2),x=0..abs (grens [2]))-Pi/4) ; 


r:=1.1585: 


r:=1.1586: 


r:=1.1587: 


r:=1.1588: 


Liel.15675: 


grens := -.9445528248, 9445528248 
verschil:= .0002997997 


ee „0002522481 
veen iT 1=-.0001418440 
verwent 1=-.0000314365 
verriet 1=-.0000789734 


verschil:=-.0000237678 


Na acht berekeningen vinden we als beste waarde: r= 1,15875R. (Ter vergelij- 
king: in vraagstuk 3.50 van leereenheid 3.4 vonden we a= 0,952847, hieruit 


volgt: r= 2cos 0,952847 = 1,158729883.) 
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x2 b 
1 y=b lr dn 


De oppervlakte berekenen we van x= 0 tot x= a, daarna vermenigvuldigen 
we deze oppervlakte met 4. Zie figuur 4.35 in het leerboek. 


b b a 
4 [a a2—x?da=4. fre Ja?arcsin (2) 
a 


al 


da o 


lt 


als 


-[Ja? arcsin (1)]= 2ab- Jm = Tab 


2 a a=-g:sin30’=-ig= —St 
b v‚=Votat= 100 St 
De auto komt tot stilstand als v, = 0: 100 — 5t=0 — t=20 
20 
[oo — St) dt=[100t— ie = 2.000 — 1.000 = 1.000 m 


0 


3 a De verandering van de dichtheid per lengte-eenheid is te vergelijken met de 
snelheid, de verandering van de afgelegde weg per tijdseenheid. In het ene 
geval berekenen we de dichtheid, in het andere geval de afgelegde weg. 


2 2 
do. 0,8 - 10° 
b p‚(h=2) =p. =0) + E.dh=1,2-10%- | =d 
pul Pul |: [aes elf 
0 0 
= 1.200 — 800 [ 5 d(h +2) 
(+ 2)? 


0 


1 2 kg 
= 1.200 — 800 | -——— |? = 1.200 — 200 = 1.000 
h4+2 jo m* 


Xx 
4 a in 


b We veronderstellen de kracht constant tijdens de verplaatsing. 
X 
SES - Mg: AX 
1 1 
X m mg 
c AW= [i-mgar |: dx= n : J22],= 5mgl 
0 


le) 
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Ss a 3-1: RT 
5 : 2 
b AW =S liax jk sin? 5 -R-At 


c We vinden nu: 


Ar Dn 

{ 27 2m 
We | 12 -sin? l—-|-Rdt=l2-R- | sin? |—): 
[ max 5 max 1 5 
0 


If mT _ (24 27 
En (E) tss —-t|eos | —:t 
2 Ĳ ip dj 


e 


T 
Ia Rege [Aal À Imax RT 
d bele RT heli: RT > la iN NEN 
6 a Nuis 


1 ze 1 1 
wete df [e-em-ae ( 


| 
| 
== 
> 
% 
Sie 
ms 
8 
+ 
os 
® 
zie 
a 
han 


Ĳ 
ee 
| 
— 
a 


t 1 t 
mj mm) dl -— 
Ig + | (—m1) =) 
0 


5 eres rn ha 
=[-t-e "—me in =[(-t-m)e 5 =m 


b We vinden: 


[e s 1 S Ban 12 (-m)-de ” 
m m 
le) 


rf 2e mr Ta 5 Z t 
=-[t?-e 7e fare d 
0 


=[-#2- €) + 2m[-t-e "mn: el 
=(-f2-2mt— 2m) le") = 2m? 


o2= 2m? m2=m? 
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En KG edi 6 


2 let dy 
7 Met y=Ja-(e‘ te *), i ee 1) 
TN ef Ee 
suf (2) arm [ira “dx 
0 0 


xj 


= [iesare 5) dx 


0 


X1 


A 
= [ive De dek [eve “) dx 
0 


0 


N 


=ba(e“—e *) 


N 
ú 


=h.la-e“—a-e "|" 


0 
Met andere woorden: de lengte van de grafiek van de cosinushyperbolicus, 


gemeten vanuit de oorsprong, is gelijk aan de functiewaarde van de sinushy- 
perbolicus. 


Ì 2 De 
8 a ls e= [> (1 4x*)* dx 
VAI + Yx2) 


a=l; b=l; m=-3; n=3; pek; Uele=l; Wilgpel; 
niet primitiveerbaar. 


Met Derive: 


dl Fl(x):=l/(x"2*(l+x° (2/3))) ° (1/3) ;Int (#1/’,x) 

#2 INT(1/(x°2*(l+x° (2/3))) ° (1/3) ‚x ;Simp (#2) 

F3 INT(1/((x°(2/3)+1)° (1/3)“ABS(x)° (2/3)),x) ;no elementary 
integral 


Maple en Mathematica geven hier ook geen antwoord. 


> int(1/(x°2#(l+x° (2/3))) (1/3) ,x)); 
pm 
VX + Xx) 4 
In[1]:=Integratel[1/(x°2*(1+x° (2/3))) ° (1/3,x] 


3(1 + Xx) V3x Hypergeometric2F1[5, 4,3, A] 
((l-x2/3) x2) VS 


Out [1] = 
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Mathematica weet de integraal uit te drukken in een speciale (niet primiti- 
veerbare) functie. 
Numeriek: 


#28 Precision:=Approximate ;Int (#1 ,x) 
#29 INT(1/(x°2#(l+x°(2/3))) (1/3) ,x,0,1) ;Simp(#29) 
#30 2.71160 


#31 PrecisionDigits:=12 ;Simp(#29) 
#32 2.74899 
#33 PrecisionDigits:=15 ;Simp (#29) 


#34 2.75367 

Volgens de handleiding van Derive wordt hier in Approximate-mode 
gebruikgemaakt van een (adaptieve) Simpson-methode. De nauwkeurigheid 
benadert die van Maple en Mathematica als we de precisie opvoeren. Vergelijk 
de voorgaande numerieke antwoorden maar met de volgende resultaten: 


> evalf(Int(1/x°2*(l+x° (2/3))) (1/3) ,x=0..1)); 
2.754339993 

> evalf(int(1/x°2*(l+x° (2/3)))° (1/3) ,x=0..1)); 
2.754339993 


(In Maple bepaalt int eerst de primitieve, Int doet dit niet.) 


In[2]:= NIntegratel1l/x°2*(l+x° (2/3))) ° (1/3), {x,0,1}1 
Out[2]= 2.75434 


Xe 1 
[ Ja- 2) dx = [ra x°) tcd 
Vv mi de 


a=1l; b=-l; m=3; n= pek; “=2; (geheel getal); 
wel primitiveerbaar. 


Met Derive: 

#4 F(x):=X"3/SQRT(l-x°2) ;Int (#4,x) 
#5 INT(F(x):=x°3/SQRT(l-x°2),x) ;Simp (#5) 
#6 -SQRT(1-x°2)*(x°2+2)/3 

#7 INT(F(x),x,0,1) :Simp (#7) 
#8 2/3 


Maple en Mathematica geven een equivalent antwoord. 
> int((x°3)/sqrt(l-x°2),x); 


—1/3Xx2/1 —x2—2/3/1—x? 


> int((x°3)/sqrt(1l-x°2),x=0..1); 
2/3 


In[3]:= ||Integratelx°3/Sqrt[l-x°2],x] 
A2 E 
Out[3l= j/1-2x? (5-5) 


In[4]:= Integratelx°3/Sqrt [1-x°2],{x,0,1}1 
out [41 = 2/3 
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TE 


dx 3 
c PNC =| Xxl 4x) dx 
x2 (1 + x2)3 
a=1l; b=l; m=-2; n=; p= ek U tpe=-2 
(geheel getal); wel primitiveerbaar. 


Met Derive: 


#9 F(x):=1/(x"2*SQRT((l+x°2)°3)) ;Int (#9,x) 
#10 INT(F(x):=1/(x°2*SQRT((1+x°2) °3)) ,x) ;Simp (#10) 
#11 —-(2#x°2+1)/ (x*SQRT(x°2+1)) 

#12 INT(F(x),x,0,1) ;Simp (#12) 
#13 inf 


Maple en Mathematica geven een equivalent antwoord. 


> int((x°(-2))*(l+x°2)°(-3/2),x) ; 


l 2x 
x/ + X2 /i +X2 


> int((x°(-2))#(l+x°2)°(-3/2),x=0..1); 
infinity 


In[5]:= Integratel (x° (-2))#(1l+x°2) °(-3/2) ‚,x] 


1 5 
Out[5l= /1l+x? (5 f ) 


HIE Fr NS 


In[6]:= Integratel(x° (-2))*(1+x°2)° (-3/2),{x,0,1}1 
Out[6]= Integral of integand does not converge on (0, 1). 


l 
ns dx 
[ x1 se Xx2)3/2 


0 


d [e- (+32 de = [ea + 3) dx 


a=l; bel; m=5; n=3 p= Vi =2 


(geheel getal); wel primitiveerbaar. 


Met Derive: 


14 F(x) :=x"5*((1+x°3) 2) (1/3) Int (#14,x) 
415 INT(x°5*((1+x°3) 2) (1/3) ,x) ;Simp (#15) 
#16 (x°3+1)° (5/3) *(5*x° 3-3) *SIGN(X+1) (4/3) /40 ;Int(#16,x) 
#17 INT(x°5*((1+x°3)°2)° (1/3) ,x,0,1) ;Simp (#17) 


#18 2°(2/3)/10+3/40 


Maple en Mathematica geven een equivalent antwoord. 
> int((x°5)*(l+x°3) (2/3) ,x) ; 
1/40 (-3+2x%+5x°) (l+x°) 2’? 
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> int((x°5)*(l+x°3)°(2/3),x=0..1); 
1/10 222435 


> evalf(”); 


„2337401052 
In[7]:= Integratel(x°(5))*(1+x°3) (2/3) ‚x] 
9 3x k 6 
Out[7]= | aen) 
40 20 8 
In[8]:= Integratel(x°(5))*(1+x°3) (2/3), {x,0,1}1 
3 l 
Out[8]= — + 
40 "528 
In[9]l:= N[\%] 


Out[9]= 0.23374 


e | a (4x? Ì de 


a=l; b=l; m=7; n=3; p= iel; Velg pe li; 
niet primitiveerbaar. 


Met Derive: 


#19 F(x) :=x"7#((1+x°3) 2)“ (1/3) sInt (#19’,x) 

#20 INT(x°7*((1+x°3)“2)° (1/3) ,x) ;Simp (#20) 

4F21 INT(x°7*(x°3+1) (2/3) *SIGN(x+1) ° (4/3) ‚x) 

#22 INT(x°7*((1l+x°3)°2)°(1/3),x,0,1) ;Simp(#22) 

#23 INT(x°7*(x°3+1)°(2/3),x,0,1) ‚no elementary 
integral 


Maple en Mathematica geven een equivalent antwoord. 


> int((x°7)*(1+x°3) °(2/3),x)); 
ior2(-S + 4x + 14XO)(1 + X°) 32134 f 4 eh 


In[10] :=Integratel(x°(7))*(1+x°3) ° (2/3) ‚xl 
Out [10] =(Nu volgt een niet weergegeven ingewikkelde uitdrukking in ter- 
men van een zogeheten Hypergeometrische functie.) 


Numeriek: 


#35 PrecisionDigits:=6 ;Int(#19,x,0,1) 
#36 INT(x°7*(x°3+1)° (2/3) ,x,0,1) ;Simp (#36) 
#37 0.179649 
> evalf(Int((x°7)*(1+x°3) (2/3) ,x=0..1)); 
„1796492993 


In[11]:= NIntegratel (x°(7))*(1+x°3) (2/3), {x,0,1}1 


Out [11]= 0.179649 
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In dit extra hoofdstuk staat een groot aantal praktijkgerichte vraagstukken 
zonder uitwerking of antwoorden. De volgorde is willekeurig, ze zijn 
namelijk van een korte beschrijvende titel voorzien en daarna alfabetisch 
geordend en ten slotte genummerd. De opzet achter de willekeurige volgorde 
— zonder verwijzingen naar de corresponderende theorie in het leerboek — is 
het creëren van leermomenten, of uitdagingen. De vraagstukken zijn ge- 
schikt voor zo veel mogelijk verschillende studierichtingen, vandaar dat de 


context soms heel algemeen is gehouden. 


Hoe ga je om met deze vraagstukken? 

e Je kunt zelf de inhoudsopgave bij dit hoofdstuk doorlezen op zoek naar 
een vraagstuk dat je interessant lijkt of waarvan je vermoedt dat je het zou 
kunnen maken. (Het is niet erg om te ontdekken dat je de eerste deel- 
vragen kunt maken, maar de laatste bijvoorbeeld nog niet.) 

e Je docent kan je vraagstukken opgeven die aansluiten op reeds bestudeerde 
gedeelten uit het leerboek. 

e Alle vraagstukken zijn op te lossen met behulp van een computeralgebra- 
pakket of een spreadsheetprogramma. De uitwerkingen van alle vraagstuk- 
ken uit dit hoofdstuk staan weer op de cd-rom die de uitgever beschikbaar 
stelt via de docenten. Je kunt je docent er eventueel naar vragen. 

e Als je een vraagstuk gaat proberen, lees het dan rustig en helemaal door 
voordat je het eerste onderdeel begint uit te werken. 

e Lees ooktip 2 in de Studiewijzer voorin dit boek. 
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1 Afstand OP 


Gegeven is de functie f(x) = e**>. Punt P is een willekeurig punt op de grafiek 
van f en heeft x-coördinaat x =p. 


Druk de afstand van P tot de oorsprong uit in p. (Werk de haakjes zoveel mo- 
gelijk weg.) 

Bereken de waarde van p,‚ in zes decimalen nauwkeurig, waarvoor geldt dat 
de afstand OP minimaal is. 

Bereken, in zes decimalen nauwkeurig, de kleinste afstand van P tot de oor- 
sprong. 


2 Bedrijfspand 


Een ondernemer wil een bedrijfspand laten bouwen van twee etages, elk drie 
meter hoog. Men becijfert dat vloeren, wanden en daken per vierkante meter 
evenveel kosten. 

Gewenst wordt een gebouw met drie dichte wanden en een voorwand 
volledig van glas. Deze glazen wand kost per vierkante meter éénderde van 
wat een dichte wand per vierkante meter kost. De benodigde totale 
bedrijfsoppervlakte is 80 m?. 


Noem de breedte van de glazen voorwand x. Stel een formule op voor de 
bouwkosten uitgedrukt in x. 

Bereken bij welke waarde van x de bouwkosten minimaal zijn en bereken 
ook de minimale bouwkosten. Neem zelf een redelijke prijs per m?. 


3 Berekening van de optimale afmetingen van een waterloop 


In de vloeistofmechanica wordt het begrip hydraulische straal gehanteerd als 
rekengrootheid om berekeningen te vereenvoudigen. 


De hydraulische straal R wordt gedefinieerd als het quotiënt van de natte 
oppervlakte A van de watervoerende doorsnede en de omtrek O van deze 
doorsnede. Bij de omtrek van de natte doorsnede O gaat het om de begren- 
zing van de doorsnede, zonder de waterspiegel. 


gf PA 
In formule: R=5 El = [ml] 
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Voorbeeld 1: 

De doorsnede van een rechthoekige gesloten 
leiding met afmetingen ben h, die voor de 
helft gevuld is met water, figuur 5.6: 


Voor de hydraulische straal geldt: 


Pe Jhb hb hb 
OQO Shalh+b h+h+2b 2(h+b) 


Voorbeeld 2: 
De doorsnede van een rechthoekige gesloten 
leiding met afmetingen ben Jh, die volledig 
met water is gevuld: 
Voor de hydraulische straal geldt (let op, er 
is geen waterspiegel!): 

A hb hb hb 


Res = = 
O hab+h+b 2h+2b 2(h+b) 


De grootte van de natte omtrek is bepalend 

voor de wrijving van het water in de water- 

loop. Hoe kleiner de natte omtrek, des te 

minder de wrijving. De minste wrijving 

ondervindt de waterloop bij een minimale he, 
waarde van O en dus bij een maximale 
waarde van R. 


Gegeven is de waterloop met het rechthoekig profiel uit voorbeeld 1. 
De oppervlakte van de natte doorsnede is 200 m?. 

Druk R uit in h. 

Bepaal de afgeleide van R naar h. 

Voor welke / heeft R een extreme waarde? 

Welke zijn de optimale afmetingen van deze waterloop? 


ane 


Gegeven: de dwarsprofielen A tot en met D met een nat oppervlak van 100 m?, 
Beantwoord voor elk van deze dwarsprofielen de volgende vragen: 

e Bepaal de hydraulische straal R en druk deze uit in h. 

f_Voor welke waarde van Jh heeft R een maximum? 

g Welke zijn de optimale afmetingen van deze waterloop? 
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4 Bolvormige dobber 


Een bol met een straal van 50 cm ligt gedeeltelijk ondergedompeld in het 
water. Zie figuur. De dichtheid van water is p‚‚ = 1000 kg/m t de dichtheid 
van de bal is p‚, = 675 kg/m *. Bereken hoe diep de bal in het water ligt, ofwel 
de diepgang H. 


\___Wateroppervlak 
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5 Booreiland 


Op de hoekpunten van een booreiland van 100 m bij 100 m staan vier boor- 
torens. De verbindingswegen tussen de torens worden gevormd door de 
getekende symmetrische bruggen. 


Toren 4 Toren 3 
D 
Ò 
| | | 
El 
A A en mann nn De B 
Toren 1 Toren 2 


a Noem de lengte van AE (en BE, DF en CF) x en druk vervolgens de lengte van 
EF uit in x. 

b Druk de totale lengte van de verbindingswegen uit in Xx. 

€ Bepaal, met behulp van de afgeleide, de minimale lengte van de verbindings- 


wegen. 


6 Buigweerstand 


De rechthoekige doorsnede van een rechte balk heeft een omtrek van 18 cm. 
Hoe moeten breedte b en hoogte / gekozen worden zodat het weerstands- 
moment tegen buiging maximaal is? Voor het weerstandsmoment tegen 


buiging geldt: W(b, h) = bh? 


7 Cilinder in kegel 


Binnen in een kegel met hoogte H= 12 cm 
en met straal van het grondvlak R= 3 cm 
bevindt zich — rakend aan de kegelwand — een 
cilinder, zie figuur. 

Bereken de afmetingen van de cilinder als de 
inhoud daarvan maximaal is. 


a) 


Extra, praktijkgerichte vraagstukken 319 


8 Cilindrische voorraadtank 


Een voorraadtank olie bij een bedrijf is meestal groot en neemt dus veel 
plaats in beslag. Dit is een van de redenen dat een voorraadtank vaak onder 
de grond wordt opgeborgen. Het nadeel van een ondergrondse tank is dat je 
niet meer in de tank kunt kijken om te zien hoeveel olie er nog in zit. Dit 
probleem kan op meer dan één manier opgelost worden. Een vrij goedkope 
manier om de olievoorraad te controleren gaat als volgt: in de vulopening, 
die precies in het hoogste deel van het vat zit, laat je een peilstok neer. Deze 
peilstok gaat loodrecht naar beneden totdat deze de bodem van het vat 
raakt. Bij het omhoog halen van de peilstok is het olieniveau van het vat af 
te lezen aan de peilstok door de aanhangende olie. 

Hieronder staat een schematische weergave van de cilindrisch voorraadtank. 


PN 

/ \ \ 

| e lat Ge -j- [_ Diameter (d) 

\ / j Hoogte (h) 
KS Zn p 


Lengte (1) 


a Wanneer gegeven is dat de diameter 1 meter is en de lengte van het vat 
4 meter, hoeveel kubieke meter olie zit er dan in het vat wanneer het volledig 
vol is? 

b Hoeveel kubieke meter olie zit er in het vat wanneer bij peiling blijkt dat de 
hoogte / van het olieniveau gelijk is aan driekwart van de diameter d? 

c Beantwoord de vragen van a en b nogmaals, maar nu met variabele diameter 
den lengte !. 

d Stel een algemene formule op voor het volume van de voorraad als functie 
van de hoogte. 


9 Doorzakkende balk (kwadratische last) 


Een stalen balk van 5 meter lengte en een buigstijfheid van 

EI= 1,05 - 107 Nm? wordt belast met een kwadratische q-last waarvoor geldt: 
q(X) = —4AX(X — 5), met x in het interval [O, 5], X in m, q in KN. 

Bereken de zakking in het midden van de balk. Geef je antwoord in mm, af- 
gerond op drie decimalen. Beschouw hierbij de q-last opgebouwd uit een ver- 
zameling van puntlasten. Verdeel hiertoe het interval [O; 2,5] in deel- 
intervallen met een lengte van 0,1 meter en reken op elk deelinterval de 
q-last uit. Maak hiervoor een tabel bijvoorbeeld in Excel. 


320 5 Extra, praktijkgerichte vraagstukken 


10 Doorzakkende balk (puntlast) 


Als een balk met een homogene massaverdeling belast wordt met een punt- 
last P [N], dan geldt in het midden van de balk (x= 31) dat de zakking y;,(a) 
gelijk is aan: 


P-a-(312— 44?) ii 
Vijld) =voor a 5 
zal 48EI 2 


a We beschouwen een balk met de volgende gegevens: /= 4 m, een puntlast 
P= 2.000 N en een buigstijfheid El = 4.000 kKNm?. 

b Vul de gegevens goed in en schrijf de zakking y‚‚(a) als functie van a. (Let op 
de eenheden.) 

< Maak een grafisch overzicht hoe de zakking in het midden afhangt van de 

positie a van de puntlast P; maak hierbij een tabel en laat a lopen van 0 tot 2 

meter met een stapgrootte van 0,2 (=20 cm). 

Teken de grafiek van de resultaten uit b. 


a 


11 Drijvende steiger 


Een havenmeester geeft aan een aannemingsbedrijf de opdracht om een 
extra steiger in zijn haven aan te brengen. De havenmeester heeft de vol- 


gende schets gegeven bij zijn opdracht: 


pe 


Deze schets geeft aan dat de steiger op twee drijvers ligt die beide cilindrisch 
van vorm zijn. Bij het aanmeren van een boot aan de steiger is de hoogte van 
belang tussen de bovenkant van de steiger en het oppervlak van het water. 
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De havenmeester heeft, naast de maten van de lengte en de breedte van de 
nieuw te bouwen steiger, ook de gewenste hoogte doorgegeven aan de aan- 
nemer. 


De aannemer moet nu de diameter van de drijvers gaan berekenen. Hij 
vraagt zich af of er een verband bestaat tussen de gewenste hoogte en de 
straal van de drijver. 

a Teken een vooraanzicht van de steiger. Geef in deze tekening ook aan waar 
de variabele hoogte zit. 

b Wat is het verband tussen het gewicht van de belasting op de steiger en het 
gedeelte van de drijvers dat zich onder water bevindt? 

ce Druk het oppervlak van het gedeelte van de drijver dat zich onder water be- 
vindt uit in de variabelen / (hoogte), R (straal van de drijver) en de hoek « 
(halve hoek van het cirkelsegment). 

d Iser verband tussen de straal en de hoogte? 


12 Energie bij bouw piramide 


De piramide van Cheops (Khufu) heeft als basis een vierkant met zijden van 
241 m. De hoogte is 253 m. De dichtheid van de stenen waaruit de piramide 
is opgebouwd is 3530 kg/m’. 

Bereken de totale arbeid die nodig is geweest om de piramide te bouwen. 


13 Fabricageproces 


Bij een fabricageproces bestaat er een relatie tussen kosten, opbrengst en 
winst. De totale kosten worden gevormd door vaste kosten V en variabele 
kosten, welke laatste weer afhangen van de productieomvang q. Tot de varia- 
bele kosten kunnen grondstofkosten G(g) en bewerkingskosten B(q) behoren. 
Zo worden voor het produceren van een bepaald product de volgende kosten 
gemaakt in eenheden van duizend euro: 


Vv = 500 
G(g) =15q 
25q 
Bl 
Or 100 


a Bepaal de totale kostenfunctie K(q). 
b Teken met een computeralgebrapakket deze functie. 
c Uit de grafiek is af te leiden dat lim K(q) niet bestaat. Toch zie je dat voor 


qe 
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grote waarden van q de functie zich gedraagt als een lineaire functie. Heb je 
een vermoeden om welke lineaire functie f(q) het gaat? 

Controleer je vermoeden door de lineaire functie te tekenen. Bewijs je ver- 
moeden door aan te tonen dat geldt lim (K(q) —f(q)) = 0. 


ge 


14 Fietser 


Een fietser van 80 kg fietst met een constante snelheid tegen een helling op. 
De hellingshoek is niet bekend. Wel is bekend dat er wrijving is tussen het 
wegdek en de banden van de fiets. (Natuurlijk ondervindt een fietser ook rol- 
en luchtweerstand, maar dat zullen we in dit vraagstuk buiten beschouwing 
laten.) De wrijving tussen wegdek en band wordt uitgedrukt in een zoge- 
noemde statische wrijvingscoëfficiënt u. We stellen u = 0,4. 


Maatgeving: 

— horizontale afstand tussen de wielassen = 1.100 mm 

— horizontale afstand tussen achteras en zwaartepunt = 400 mm 
— verticale afstand tussen helling en zwaartepunt = 1,200 mm 


Bereken (met behulp van de drie evenwichtsvergelijkingen uit de mecha- 
nica) de reactiekrachten van de fiets met fietser op het wegdek. 

Bij welke hellingshoek valt de fietser om? 

Bereken de maximale hellingshoek a = ax Waar de fietser nog tegen om- 


hoog komt. 
Met welke waarde voor de statische wrijvingscoëfficiënt j zal het omvallen 


van de fietser en het niet meer tegen de helling opkomen samenvallen? 


Extra, praktijkgerichte vraagstukken 323 


ano 


15 Fietspad 


Twee wegen kruisen elkaar loodrecht. Men wil een fietspad door het weiland 
aanleggen naar het koffiehuis 't Parelven. Het koffiehuis ligt vlak bij referen- 
tiepunt P, zie figuur. 

De afstand van P tot de weg die in de NZ-richting loopt is 300 m. De afstand 
van P tot de weg die in de OW-richting loopt is gelijk aan 400 m. 

Het aan te leggen fietspad moet een recht fietspad zijn dat door het punt P 
gaat (de lijn APB). 

Vanwege de kosten wil men een fietspad aanleggen dat zo goedkoop moge- 
lijk is, vandaar dat het fietspad APB zo kort mogelijk moet zijn. 


„P(300,400) 


' 
ï 
1 
' 
' 


Als de coördinaten van punt A (O, y) en van B (x, 0) zijn, druk dan y uit in x. 
Stel het functievoorschrift op voor de lengte van APB. 

Maak een plot van dit functievoorschrift. 

Bereken de kleinste lengte van het aan te leggen fietspad. Geef je antwoord 
in meters, afgerond op twee cijfers achter de komma. 


16 Fotosynthese 


Met behulp van licht kunnen planten de zogenoemde fotosynthese uitvoe- 
ren. Wanneer je op een proefveld planten hebt staan, kun je met behulp van 
foto-elektrische cellen de lichtintensiteit op de bladeren meten. 

Bij metingen op deze manier heeft men in een bepaald proefveld kunnen 
vinden dat elke bladlaag 40% van het opvallende licht doorlaat en 60% van 
het opvallende licht opneemt. Bij het proefgewas waren vijf bladlagen te on- 
derscheiden. 


Welk percentage van het totaal opvallende licht wordt door de plant 
opgenomen? 

Welk percentage van het licht bereikt de vijfde bladlaag? 

Maak in Excel een programma waarin je voor een willekeurige plantensoort, 
met een willekeurig aantal bladlagen (maximaal vijftien lagen), een willekeu- 
rig percentage doorlaatbaarheid van licht en een willekeurige lichtintensi- 
teit, een antwoord krijgt op vragen zoals bij onderdeel a en b geformuleerd 
zijn. Geef de antwoorden ook weer met behulp van grafieken. 
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17 Functievoorschrift bepalen 


Voor het punt P=(1, 1) in het XY-vlak geldt: 


f”) = xe“ 
f’)=0 
fa) =1 


Bepaal het functievoorschrift van f(x). 


18 Golfplaatdak 


Als dak van een schuur met een lengte van 6,3 meter en een breedte van 
2,0 meter wil men een golfplaat aanbrengen die in de lengterichting in de 
vorm van een doorlopende sinus gebogen is. De golflengte van de sinus is 
42 cm en de amplitudo is 10 cm. Zie de bijgaande figuur. Er moeten dus 
630/42 = 15 gehele sinussen in een golfplaat gebogen worden. Bereken met 
een computeralgebrapakket de oppervlakte van de golfplaat. 


en rra / 
TG Oa NN 
Ge Kee Sn 
En NS en 
Sd ee _q & 
Pe en 


2,0 m Hs 5 
in Á 


5 Be. DNS VS 
_Mlèm 
ES 6,3m 


19 Groei populatie 


Een bepaalde populatie van een diersoort leeft in een goed leefklimaat waar 
voldoende voedsel aanwezig is en waar geen natuurlijke vijanden zijn. Hier- 
door kan deze populatie zich ongehinderd uitbreiden. Je kunt aannemen dat 
de toename van de populatieomvang evenredig is met het aantal dieren in 
de populatie. 

Op een gegeven ogenblik wordt de jacht op deze diersoort geopend met 1 
exemplaren per jaar. Hierdoor neemt de populatieomvang minder (snel) toe. 


Beschrijf de toename van de populatie (waarbij de afname door de jacht niet 


meegenomen is) als een iteratief proces. 
Beschrijf de toename van de populatie waarin ook de jacht is opgenomen als 


een iteratief proces. 
Wanneer is er sprake van groei, wanneer van een afname (uitsterven)? 


De mathematihyppus is een nieuw soort zoogdier dat door een mutatie is 
ontstaan in de wildernis van het hoogland van Nederland. Het milieu in 
Nederland is gunstig voor deze mathematihyppus en de populatie kan dus in 
principe onbeperkt groeien. Dat is dan ook precies wat er gebeurt. Men heeft 
tellingen aan deze zoogdierpopulatie verricht om enig inzicht te krijgen over 
de groei. In het overzicht hierna staan de getelde aantallen weergegeven. 


Jaar 1998 1999 2000 2001 
Aantal 327 401 497 608 
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d Stel aan de hand van de gegevens in het overzicht een prognose op van de 
groei van de mathematihyppus tot het jaar 2010. Hoe groot is de groeifactor 
bij deze zoogdiersoort? 

e Alseen aantal van 2.000 stuks van deze populatie voor het milieu maximaal 
acceptabel is, wanneer moet men dan beginnen met het afvangen van exem- 
plaren? Hoeveel exemplaren moeten er vanaf dat tijdstip per jaar afgevangen 
worden? 


20 Heipaal 


Een heipaal wordt met behulp van een heiblok de grond ingeslagen, zie 
figuur 5.15. Het omhoog halen en weer op de heipaal laten neerkomen van 
de heipaal duurt 4 seconden. De afstand vanaf de onderkant van het heiblok 
tot aan de bovenkant van de heipaal wordt s genoemd. Op t= 0 bevindt het 
heiblok zich op de heipaal. 

Voor s geldt: s(t) =t*- (4 —t) met 0 = t S 4 seconden en s in meters. 


heiblok 


heipaal 


a Maak het s,t-diagram met s als functie van de tijd. 

b Wat isde betekenis van het maximum in de grafiek? Wanneer treedt dit 
maximum op? 

c Bereken het tijdstip waarop het heiblok het snelst omhoog beweegt. 

d Bereken het tijdstip waarop het heiblok het snelst naar beneden beweegt. 
Hoe groot is die snelheid? 
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21 Hoe groot is r? 


Gegeven zijn een vierkant, een gelijk- 
zijdige driehoek en een cirkel. De zijde 
van het vierkant is 6. Bereken de straal 
van de cirkel. 

Bereken ook de oppervlakte van het figuur 
dat ingesloten ligt tussen de rechter- 
zijde van het vierkant, de rechterzijde 
van de driehoek en de onderkant van de 
cirkel. 


22 Hypotheek met annuïteit (1) 


Een hypotheek kan worden afgelost volgens het annuïteitensysteem. Hierbij 
wordt jaarlijks een vast totaalbedrag aan aflossing en interest (rente) betaald: 
de annuïteit. Dit bedrag bestaat uit een aflossingsdeel en een interestdeel. 
Het interestdeel daalt en het aflossingsdeel neemt toe tijdens de looptijd van 
de hypotheek. 

We noemen het geleende kapitaal K, het aantal termijnen » (annuïteiten; bij 
deze opdracht is één termijn één jaar ), het aflossingsdeel in het k-de jaar a, 
en het interestdeel in het k-de jaar r‚. 


Het perunage wordt aangeduid met i (í= oe met p het rentepercentage per 
termijn). Ee 


Omdat alle annuïteiten even groot zijn, geldt: a, +r, =d + = =(l, FT, 


Aan het einde van het jaar moet K - i aan interest betaald worden, zodat de 
annuïteit gelijk is aan a, + K- i. 

Over het tweede jaar moet interest betaald worden over het resterende kapi- 
taal, dus over K — a. Deze interest bedraagt (K — a) i. De annuïteit is dus 
ook gelijk aan: 

dz + (Ka) i 

Er geldt dus: a, +K-i=a, + (Kai > a,=d, (l+ĳ) 

Na het derde jaar geldt verder analoog: 

dz + (Ka, dj) i=a, +(K-a)-i > az=az (liza, (14)? 
Algemeen geldt: a, = a,(1-#i)"—! 


De aflossingsdelen vormen een meetkundige rij met reden 1 + ien als eerste 


term a. 
De som van alle aflossingen moet het geleende kapitaal K zijn: 


(lr) —1 8 (tit —1 
zl nd 
Al ] i 


i 


Hieruit volgt: a, =—_———_—_:K 
ieruit volgt: a, Oane 


Als het te lenen kapitaal K, het aantal termijnen » en het perunage i bekend 
zijn, kan men a, berekenen. 
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Ga uit van de volgende gegevens: K = 250.000; n= 25 en p = 6 %. Geef bij 
alle onderdelen je antwoord in euro, afgerond op twee decimalen. 


Bereken de eerste aflossing a, . 

Bereken de annuïteit die jaarlijks betaald moet worden. 

c Als geen rekening wordt gehouden met fiscale aspecten, wat wordt dan in 
totaal betaald bij deze hypotheekvorm? 

d Maak een grafiek waaruit duidelijk blijkt wat jaarlijks aan aflossing en rente 

betaald moet worden. Maak een tabel en laat het jaarlijkse gedeelte van de 

aflossing daarin zien. 


leak} 


23 Hypotheek met annuïteit (2) 


Een bepaalde vorm van een hypotheek heet annuïteitenhypotheek. Bij deze 
hypotheek wordt het bedrag met daarbij de verschuldigde rente in een 
vooraf afgesproken aantal jaren terugbetaald aan de bank. Per annuïteit (het 
bedrag dat per keer betaald wordt) betaalt men een deel van de totale rente 
en een deel van het hypotheekbedrag. Doordat het restbedrag van de 
hypotheek door de jaren heen steeds kleiner wordt, zal het deel rente in de 
aflossingen ook steeds kleiner worden, en hierdoor het deel aflossing dus 
groter. Dit betekent dat bij aanvang van de hypotheek meer rente bij de 
belasting aftrekbaar is dan op het einde van de hypotheekperiode. 


a Bepaal het bedrag van de annuïteit per jaar wanneer een hypotheek afgeslo- 
ten is van € 200.000 met een looptijd van 30 jaar. De bank rekent 6% rente 
per jaar. 

b Op welke wijze kan men uitrekenen hoe groot op een bepaald moment het 
aflossingsdeel en het rentedeel van de annuïteit zijn? 


De familie Huysmans heeft een bungalow gekocht en wil een annuïteiten- 
hypotheek afsluiten ter waarde van € 250.000. De bank rekent 5,3% rente op 
jaarbasis. De looptijd van de hypotheek bedraagt 30 jaren. Bovendien geldt 
over de rente een belastingvoordeel van 50%. 

c Bepaal het bedrag van de annuïteit per jaar. Zet de annuïteit uit in een tabel 
en geef in de tabel aan welk deel van de annuïteit de aflossing is en welk deel 
de rente. 

d Trek het belastingvoordeel van het rentedeel af en geef in een tabel aan wat 
de familie Huysmans werkelijk betaalt. 


24 Inverse functie 
Onderzoek de functie y(x): = x* op het interval [O, 10]. 


Waar bestaat een inverse functie? Bepaal de inverse functies. 
c Op het interval (e”!, e) wordt de inverse functie (ook) gerealiseerd door het 


Lea} 


voorschrift van de zogeheten ‘hyper power’ x= y”” 
[Dit symbool staat voor het volgende limietproces: 


Stel bo=y, br =P", X= lim bh} Verifieer dit. 


N—> eo 
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25 Kleurpatroonprobleem 


Een architect heeft in een museum een rechthoekig vloeroppervlak van-20 
bij 30 meter tot zijn beschikking en moet op deze vloer een bepaald kleur- 
patroon aanbrengen. Bij het ontwerp beeldt hij zich in alsof er vloerbedek- 
king komt te liggen, waarvan het hoekpunt D' zo omgevouwen wordt, dat 
het op een lange zijde van de vloer komt te liggen, zie de figuur. De vlakken 
die zo ontstaan, vult hij op met bepaalde kleuren. Op welke afstand moet het 
hoekpunt D van A komen te liggen, zodat de oppervlakte van AADP maxi- 
maal is? Dat gaan we nu berekenen. 


Noem de afstand PD’ x en benoem (bereken) de zijden van AADP. 

Bepaal de uitdrukking voor de oppervlakte van AADP als functie van x. 
Bepaal met behulp van de afgeleide hiervan de optimale waarde van de op- 
pervakte. 

Geef aan wat de afstand is van het hoekpunt D tot A. 


26 Lekkage uit olietank 


Uit een olietank lekt olie. Uit metingen is gebleken dat deze tank 1,5% van 
zijn inhoud per dag kwijtraakt door de lekkage. De inhoud van de tank 
neemt ook af door het normale dagverbruik. Er wordt nieuwe olie besteld 
wanneer er nog 20% van de oorspronkelijke inhoud in de tank over is. 


Geef een formule waarmee te berekenen is wat de resterende inhoud van de 
tank is bij het gegeven lekpercentage en bij afwezigheid van dagverbruik. 
Hoe lang duurt het totdat er nog 20% van de oorspronkelijke inhoud in de 
tank over is als gevolg van het lek? (Bij afwezigheid van dagverbruik.) 

Geef een formule waarmee te berekenen is wat de resterende inhoud van de 
tank is bij een dagverbruik zonder dat de tank lek zou zijn. 

Hoe lang duurt het totdat er nog 20% van de oorspronkelijke inhoud in de 
tank over is als gevolg van het dagverbruik, zonder het lek? 

Geef een formule waarmee te berekenen is wat de resterende inhoud van de 
tank is bij een dagverbruik gecombineerd met het gegeven lekpercentage. 
Hoe kan men nu bepalen hoe lang het duurt tot er nog 20% van de inhoud 


van de tank over is? 
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27 Machineonderhoud 


Een bedrijf koopt een machine met een nieuwwaarde van € 90.000. 

De levensduur van de machine wordt bepaald door het aantal onder- 
houdsbeurten dat jaarlijks aan de machine wordt verricht. Wordt er in het 
geheel geen onderhoud gepleegd, dan is de machine na twee jaar versleten 
en moet deze worden vervangen. Eén onderhoudsbeurt per jaar doet de 
totale levensduur van de machine met 0,4 jaar toenemen. Wordt er bijvoor- 
beeld tienmaal per jaar een onderhoudsbeurt aan de machine verricht, dan 
gaat hij 2-+ 10 - 0,4 =6 jaar mee. De machine wordt volledig afgeschreven 
tot het moment dat hij moet worden vervangen. De jaarlijkse afschrijvings- 
kosten zijn steeds gelijk aan elkaar. De gemiddelde kosten voor een onder- 
houdsbeurt worden geraamd op € 600. 


a Als het aantal onderhoudsbeurten per jaar x wordt genoemd, stel dan het 
functievoorschrift op voor de totale levensduur. 
Stel het functievoorschrift op voor de totale kosten per jaar. 

c Hoe vaak per jaar moet er aan deze machine onderhoud gepleegd worden 
om ervoor te zorgen dat de totale kosten per jaar voor deze machine mini- 
maal zijn? Hoe groot is dan de levensduur? 


28 Massa dampkring 


Een model voor de soortelijke dichtheid van de lucht in de dampkring van 
de aarde wordt beschreven door de functie 

p(h1) = 1,293 He 0,000124 - 1 [kg/m 3; 

waarbij p(/) de dichtheid is op een hoogte / boven het aardoppervlak. 
Gegevens: de oppervlakte van een bol met straal ris 47 - r? de straal R van de 
aarde is ongeveer 6.500 km. Bereken de totale massa van de dampkring van 
de aarde. 


29 Maximale winst 


Een ondernemer heeft de volgende gegevens ter beschikking: 
le 
p=200+6q ——q* 
4 
k= 200 — 10 Ere 
a ed grigen 
Tt Tof 


Hierin is: 

q = totale hoeveelheid van een gefabriceerd product; er wordt niet op voor- 
raad geproduceerd 

p = verkoopprijs van één product 

k = bedrag van de totale kosten. 


a Stel de totale winstfunctie w(g) op. 
b Voor welke gehele waarde van q is de totale winst maximaal? 


De marginale opbrengst is de meeropbrengst als q met 1 toeneemt. 
Voor de marginale winst MW geldt dus: MW(q) = w(q + 1) — w(q) 
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Voor welke gehele waarde van q is de marginale winst maximaal? 


De gemiddelde winst GW wordt gedefinieerd als de winst per eenheid van 


e w(q) 
product, ofwel: GW(q)=— 
q 


Toon met behulp van een tekening aan dat de gemiddelde winst maximaal is 


w(g) 
als geldt: w(qg)’= aid 
dq 


Voor welke gehele waarde van q is de gemiddelde winst maximaal? 


30 Mechanische trilling 


Gegeven de functie 
nT 


u(t) =6 - (0,9) - cos (0,8) — 3 - (0,9)'- sin (0,86) + 2 - cos (oa) die 


hoort bij een mechanische trilling waarbij de uitwijking u in centimeter af- 
hankelijk is van de tijd t in seconden. 

Teken met een computeralgebrapakket de grafiek van deze functie op het 
interval [O, 240]. 

Voor grote waarden van f gaat een onregelmatige slingerbeweging over in 
een stabiele trilling, die de vorm van de grafiek van een goniometrische 
functie aanneemt. Pas de schaal van de t-as zo aan, dat je de amplitude, de 
periode en de evenwichtsstand daaruit af kunt leiden en met deze gegevens 
het functievoorschrift kunt bepalen. 

Als je het gevonden resultaat uit b vergelijkt met de functie u(t), wat valt je 
dan op? Kun je dit verklaren? 


31 Parabolisch dak 


Als dak van een schuur met een lengte van 6,3 meter en een breedte van 
2,0 meter wil men een golfplaat aanbrengen die in de breedterichting in de 
vorm van een parabool gebogen is. De vergelijking van de parabool is 

f) = —x? + 1. Zie de bijgaande figuur. 

Bereken met behulp van een computeralgebrapakket de inhoud onder het 
dak. 


flx)=-x2+ 1 


63m 
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32 Rechthoek uit parabool 


Een kunstenaar heeft bij een fabriek stukken afval van aluminium opgehaald 
die de vorm hebben van een parabool, zie de figuur. Hij wil hieruit rechthoe- 
ken halen met een zo groot mogelijke oppervlakte. De stukken afval hebben 
de volgende afmetingen: de basis AB is 60 cm en de afstand van het midden 
van de basis tot aan de top is 100 cm. 

Bepaal de afmetingen van de rechthoeken die de kunstenaar uit de afval- 
stukken haalt. 


a Stel de vergelijking op van de parabool op basis van de hiervóór vermelde 
gegevens. 

b Kies een willekeurig punt op de X-as en construeer van hieruit een rechthoek 
met twee hoekpunten op de X-as en met de andere twee hoekpunten op de 
parabool. 

c Bepaal het functievoorschrift voor de oppervlakte van deze rechthoek. 

d Bepaal de maximale grootte van deze oppervlakten. 

e Bepaal de afmetingen van de rechthoek. 


33 Reclamebord 


Iemand kijkt naar een reclamebord. Het bord hangt vlak tegen een verticale 
muur. De onderkant bevindt zich op vier meter boven ooghoogte van de per- 
soon. Het bord zelf is drie meter hoog en 3,5 meter breed. 


a Bereken de hoek waaronder de persoon het bord ziet, als functie van de af- 
stand van de persoon tot de muur. 

b Bereken de afstand van de persoon tot de muur waarbij de hoek waaronder 
het bord gezien wordt maximaal is. 


34 Remweg 

Een auto rijdt 150 km/uur. Op het tijdstip t= O begint de bestuurder te remmen 
met een vertraging van 1,5 - t [m/s?] die dus lineair in de tijd toeneemt. Bere- 
ken de totaal afgelegde remweg vanaf t= O totdat de auto tot stilstand komt. 
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35 Scharnierende steiger 


Een bedrijf in bouwmaterialen verhuurt 
naast los steigermateriaal ook steiger- 
materiaal met een scharnierend systeem, 
dat door snelle verplaatsingsmogelijk- 
heden vooral in smalle straten gebruikt 
wordt. In figuur is een zijaanzicht afge- 
beeld van zo’n systeem, dat scharniert 
om de punten A, B, en S. De lengte van 
AC is gelijk aan 6 meter en van BD is 5 
meter. Omwille van de stabiliteit mag 
scharnier S niet te hoog boven het hori- 
zontale vlak liggen. Deze maximale 
hoogte bedraagt 2,70 meter. Hoe smal 
mag een straat/steeg zijn om de stellage 
nog te kunnen gebruiken? 

Los het vraagstuk grafisch op. 


Om deze afmeting te vinden gaan we eerst een aantal deelvragen 


beantwoorden. 


Als de breedte van de straat 2,5 meter is, bereken dan de lengte van AD en BC. 


Toon aan dat DS = 2,21 en BS = 2,79. 


Als de projectie van S loodrecht op AB het punt T oplevert, toon dan aan dat 


ST = 2,42 meter. 


Neem nu in Excel of een ander spreadsheetpakket onderstaand schema over 
en bereken voor de aangegeven waarden van AB de lengte van AD, BC, DS, 
BS en ST door die lengten in kolom B te berekenen met gebruikmaking van 
celverwijzing, zodat met kopiëren de overige kolommen snel ingevuld wor- 
den. Geef een schatting van de kleinst toegestane lengte AB. 


A eN Zeu Ee 
breedtestraatAB | 25 | 23 | 21 | 19 | 1,7 Das Lt | 09 | 07 
EADE —: [sl EL 

| 


ABS Er oei 
li WEN er 
hoogte ST Í 


Leid nu met behulp van de celverwijzingen in kolom B een formule af voor 
ST als functie van de lengte van AB en teken de grafiek van deze functie. 

Los nu grafisch op bij welke waarde van AB de hoogte ST gelijk is aan 2,70 m 
en beantwoord de vraag uit de inleiding van het vraagstuk. 


36 Sintelbaan 


Om een rechthoekig sportveld ligt een 
sintelbaan bestaande uit twee rechte 
stukken en twee halve cirkelbogen. De 
totale lengte van de baan is 400 meter. 
De afmetingen van het sportveld zijn zo 
gekozen, dat de oppervlakte van het 
veld maximaal is. 
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a Als de straal van de halve cirkels gelijk is aan x, druk dan de lengte van het 
rechthoekig sportveld uit in x. 
Druk de oppervlakte van het sportveld uit in x. 

c_ Bepaal met behulp van de afgeleide de maximale oppervlakte. 

d Wat is de lengte van de rechte stukken van de sintelbaan bij maximale op- 
pervlakte van het veld? 


37 Trekschuit 


De boot in onderstaande figuur wordt met behulp van twee touwen door een 
sluis getrokken. De resultante van de trekkracht is 100 N en loopt langs de 
kiel A-A, loodrecht op de sluisdeuren. De werklijn van 7, maakt een hoek 
van 30° met de doorsnede A-A. De hoek van de werklijn die 7, maakt met de 
doorsnede is (nog) niet bekend. 


a Ontbind de vectoren T,‚ en T, in horizontale en verticale componenten: Tv, 
Ti Tav en Ton: 

b Druk de componenten Tv, Tij, Tov en To, uit in T, en T,. 

c Bepaal de grootte van de krachten T, en T, die op elk touw uitgeoefend 
worden bij een willekeurige hoek a. 

d Bepaal de grootte van de krachten 7, en T, die op elk touw uitgeoefend 
worden en de hoek « van T, waarbij de grootte van T, minimaal is. 
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38 Trekstaven brug 


De boog van een brug is een 
deel van een parabool. 

Op onderling gelijke afstanden 
zijn vijf verticale staven aan- 
gebracht, zie figuur. De hoogte 
van de brug is gelijk aan 40 m 
en de lengte van de brug is 
300m. De brug bestaat uit 
twee van dergelijke bogen. 
Het bedrijf dat de opdracht 
heeft de brug te bouwen, heeft nog een hoeveelheid staal van de gewenste 
breedte en dikte liggen, en wel met de volgende lengtematen: 

e _vierlengten van 25 meter 

e _vierlengten van 20 meter 

e _vierlengten van 15 meter 

e acht lengten van 10 meter. 


De verticale staven kunnen worden samengesteld uit meer dan een staaf. Bij 
zo'n samenstelling moet elk element S meter lang zijn. Het element dat de 
verbinding met de boog vormt, mag korter zijn. Ga na of het bedrijf vol- 
doende staal in voorraad heeft om de verticale staven aan te brengen. 


Stel de vergelijking op van de parabool, als de X-as door de eindpunten van 
de verticale staven gaat en de Y-as langs de langste verticale staaf. 

Bereken de lengte van de benodigde staven. 

Ga na of de voorraad van het bedrijf toereikend is. 


39 Verhuiskisten 


In een productiebedrijf worden 

aluminium hoekprofielen H 6 
gemaakt met een lengte van 

12 meter. Deze hoekprofielen 

moeten als geraamte dienen 

voor verhuiskisten, waarbij Ë 

één lengte volledig wordt 

gebruikt voor één verhuiskist. 

Zo'n kist heeft de vorm van 

een rechthoekige balk, waarbij 

de maten van de boven- en 

onderkant twee keer zo lang C 
als breed zijn (zie figuur). 

De inhoud van zo’n kist moet 2x 
maximaal zijn. 


Als AB = EF =x en 

BC = FG = 2x, formuleer dan 

de afmetingen van de overige ribben. 

Formuleer het functievoorschrift voor de inhoud [ van de kist. 
Bepaal, met behulp van de afgeleide van /, de maximale inhoud. 
Bepaal de afmetingen en de inhoud van de kist. 
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40 Vierkant en cirkel van ijzerdraad 


Een stuk ijzerdraad van 2 m lang wordt in twee stukken geknipt. Het ene 
stuk ijzerdraad buigt men tot een vierkant, het andere stuk ijzerdraad buigt 
men tot een cirkel. 

a Noem de plaats waar de draad wordt doorgeknipt x (dus we hebben een stuk 
met lengte x en een stuk met lengte 2 — x) en stel de functievoorschriften op 
voor de oppervlakten van het vierkant en van de cirkel. 

b Waar moet men de draad doorknippen, zodat de som van de oppervlakten 
van de rechthoek en de cirkel zo klein mogelijk is? Geef je antwoord in 
meters, afgerond op twee cijfers achter de komma. 

ec Bereken ook hoe lang de delen moeten zijn, opdat de som van de oppervlak- 
ten maximaal is. 


41 Wortelbepaling 
Bepaal van de volgende functie f de kleinste positieve wortel (nulpunt). 


fw) = 1 +5,25Xx-— 1/cos /0,68x 


a Produceer met een CA-pakket een duidelijke grafiek van de functie waarin je 
de positie van het gevraagde nulpunt kunt schatten met drie (juiste) cijfers 
achter de komma. 

Aanwijzing: Pas telkens de grenzen aan van het interval waarbinnen je het 
computerprogramma de grafiek laat tekenen. 

b Bepaal de wortel met één juiste decimaal achter de komma meer met behulp 
van de halveringsmethode. 
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Wiskunde voor het hoger onderwijs is een gerenommeerde serie, 
bestaande uit vier delen. Elk deel bestaat uit een leerboek en een 
uitwerkingenboek. à 

Met deel o wordt de instroom vanuit de verschillende 
vooropleidingen gehomogeniseerd. Deel 1 bevat de basisstof 
voor alle opleidingen in het hoger beroepsonderwijs, Deel 2 
bouwt daarop voort meteen serie specifieke onderwerpen voor 
diverse studierichtingen inhet hoger beroepsonderwijs. In deel 3 
komen meer spectalistische onderwerpen aan de orde: Laplace- 
transformatie en Fourieranalyse. 


Wiskunde voor het hogeronderwijs stimuleert het verwerven van 
kennis en vaardigheden door de student te leren actief met de 
Stofom te gaan. De methode heeft dan ookkhet karakter van een 
werkboek én van een nastagwerk. Het semotiveerd en zelfstandig 
werken van destudent is het uitgangspunt van de methode: 
praktijksituaties én veel functronete opdrachten in de teksten 
vormen het fundamentervan. 


in deze zevende druk van Wiskunde voor hethogeronderwijst 
zijnde didactische presentatie en de beoogde verwerking van 
„de leerstof niet gewijzigd ten opzichte van de vorige druk. In 
de diverse hoofdstukken zijn inde eerste leereenheden meer 
eenvoudige vraagstukken toegevoegd. Hoofdstuk os verbeterd 
met hetoogop deaansltitingsproblematiek. In hoofdstuk 4 zijn 
enkele delenvan de stof\volgens een vastschemabehandeld. 
inde hoop dat studenten dit navolgen bij het maken van de 
opgaven. Op:een aantalplekken iseen voorbeeld gegeven 
vanseenmindmap; een nog relatief onbekend, maar probaat 
hulpmiddel bijhet zich eigen maken van leerstof. 


Wiskunde voor hethogeronderwijs biedt, doorde gehanteerde 
methodiek enordening van de leerstof, de docent de 
mogelijkheidom ineen eigen studiewijzer of moduulhandlerding 
snellen bondig hetleerpad voorde studenten aan te geven. 

Het oplossen van praktische problemen vindt plaats door het 
gebruikvan computeralgebrapakketten, zoals Derive, Maple en 
Mathematica, Waar dat zinvol'is wordt gebruik gemaakt van het 
spreadsheetprogramma Excel. 


